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2.1.-La Derivada de funciones en R

Definicion:

Se llama la derivada en el punto X, , de la funcion real de variable real f(x), al limite; Si
existe:

i 0% +hz— f(%,)

h—0

y se denota f'(X,).

Definicion:

Se llama la funcion derivada de f(x) a aquella que asocia a cada x €V (X,), vecindad de
Xo el numero f'(x) como imagen y se le llama también la derivada de f(X).

Observacion:

Una funcion con derivada en x,se dice también diferenciable en x, y se dira que es
diferenciable en V (x,) si existe f'(x), VxeV(x,).

Ejemplos:

1.- Calcular la derivada de f(x) =k (funcion constante).en X,

Solucién:

lim f(xf)*h)‘f(xo):limk;k=0.on

h—0 h h—0

Luego la derivada de la funcién constante es la funcion nula.

2.- Calcular la funcién f'(x) si:

) F0)=x b) F)=x> ¢) F)=-x d) fx)=2 & f(x)=—.

X NG

Solucioén:



2 2 2
) lim X = X_Iml 1 b im TN =XE i 2o k= 2x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
«/x+ Ax+h--/x i O£ D —/x)(/x+h +-/x) im h 1
c) s 0 h(+/x+h +-/x) 0 WX+ h+%) 24
1 1 _
d) lim = % = fjm XN 711 e
h-0 h >0 h(x+h)x ~ h>0 (x+h)x X
€)

(x+h)* x°
2
lim —2hx—2h - —24x DI
h—0 h(x + h)“x X

h—0 h ~hooh X2 o h(x +h)*x?

I|m(x+h)2_xz—liml( 1 1j="mx2—(x+h)2

Observacion:

Notese que si f(x)=x“, @ =0.12,%,-2, en todos los casos f'(x)=ax*". ;Sera una regla
general para todo « € IR? Por el momento admitiremos que es asi. En particular veamos si

aclIN.

3.- Encontrar f'(x) si f(xX)=x";VnelN.
Solucién:

Recurriendo al desarrollo del binomio de newton:

Iimwzlim1 o FUSTAN L NS VI L L B x"*,al dividir por h solo
h—0 h h-0h(l1 2 n 1

n

el primer elemento que da libre de h. Luego f'(x) = [1

jx”l =nx"?, neIN . Por lo tanto,
Si

n=1 = f'(x)=1
n=2 = f'(x)=2x
n=3 = f'(x)=3x"



4.- Calcular la derivada en x, de f(x)=sen(Xx).

Solucién:
. . Senx
Hagamos x, +h = x, por lo tanto h - 0 < x — X, .y aplicando Ilng— =1
X X

sen(x_xojcos(xJr Xoj
lim f(x)— f(x,) _ lim sen(x) —sen(X,) _lim 2 2
% X=X, X% X— X, X% X=X

2
De igual forma se llega a que para f (x) =Cosx = f'(x) = —Senx

= C0S(X,) -

5.- Usando la definicién probar que:

Si f(x)=Sen’x = f'(x) = 2SenxCosx .

Solucion:
lim sen”(x+h) —sen?(x) lim (sen(x + h) + sen(x))(sen(x + h) — sen(x))
h—0 h h—0 h

2cos(Zn)sen(t)
h
h
= lim(sen(x +h) + sen(x))2 COS(Zx; hj sen(3)

h

2

= Ling(sen(x +h) + sen(x))

= 2sen(x)cos(x).  Pues Lingse—hnh =1

6.- Si f(x)=e*, encontrar f'(x).
Solucién:

h+x X X h
. et —e . e (e" -1
lim =[lim ( )
h—0 h h—0

=e*Ln(e) =e*.

La derivada de la funcién f(x) =e* es la misma funcion.



Observacion:

X

Hemos usado el limite conocido: Iing a - Ln(a).
X—> X
7.-Si f(x) = Ln(x) calcular f'(x).
Solucioén:
1
1 X Ix 1
lim Ln(x+h) - Ln(x) = IimE Ln(ihj =lim Ln(1+ Djh =lim Ln(1+ Ejh = Ln(eX J =
h—0 h h—0 X h—0 X h—0 X

1
Hemos usado el limite clasico: Ihing(1+ hh =e.
—

Observacion:

Como se ha encontrado la funcion derivada entonces podemos encontrar la derivada en un
punto especifico y ello se consigue evaluando la funcion obtenida en el punto pedido y esto

es valido para cualquier funcion que admita funcion derivada.
Definicion:

Para f(x) en [a,b] se llama derivada lateral derecha de f(x) enay se denota f'(a*) al
f(a+h)—f(a)

lim
h—0*

Entendiéndose que h — 0" por valores mayores que O.

Se llama derivada lateral izquierda de f(x) enby se denota f'(b-) al

- f(b+h;—f(b).

h—0~
Aqui se entenderd que h — 0 por valores negativos, o sea h < 0.

Una funcion f (x) tiene derivada f'(x,) siysolosi f'(xy)= f'(x,).



Ejemplo:
Sea f(x) = x|, estudiemos f'(0).

Solucion

jim [N+01=10 . [h+0]-]0] _

h—0* h h—0~

-1

luego f(x) =| x| no tiene derivada en x, = 0.

Teorema:

Si f(x) es diferenciable en x,, entonces es continua alli.

Demostracion: Si

fF(xp +h) - f(xo)
h

Ihing f(x,+h)—f(x,)=0 06 ng f(x,+h)=1f(x,), o sea la funcion es continua en el

), luego,

f(XOH‘;_f(x"):>Como f (X, +h) = f(x;) =h(

3 f'(x,) =lim
(o) h—>0

punto. Se advierte que la implicacion es en un solo sentido o sea que siendo continua en un

punto puede no ser diferenciable alli.

Observacion:

1.- Diremos que f(x) es diferenciable en [a,b] si lo es en cada punto de (a,b) y existen

f'@)y f'(o).

2.- El reciproco del teorema no es valido, el ejemplo lo da f(x) = |x| , en el punto cero.



2.1.1.- INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA
Rectas tangente y normal.

Sea y = f(x) una funcidn definida en (a,b), cuyo gréafico es la curva de la figura.

Sean P:(x,, f(X,)) Y Q: (X, +h, f(x, +h)) puntos en la curva; la recta secante PQ tiene

pendiente

fx+h)—f(x) _Af
h h

Ahorasi h— 0, 0 sea, Q — P, la recta secante tiende a confundirse en la recta tangente a

tg(a) =

la curva en P; cuya pendiente es tg(«), 0 sea

f(xo +h)_ f(xo)
h

tg(a) = lim = f'(%)

luego, geométricamente la derivada de una funcion en un punto x, representa el valor

numérico de la pendiente de la recta tangente a la curva representada por la funcion en el

punto.

Por consiguiente, la ecuacion de la recta tangente sera

Y=Y = f'(XO)(X—XO)|.

La recta perpendicular a la recta tangente en el mismo punto de tangencia se llama recta

normal a la curva en el punto y si su pendiente es tg(f) se tendra



1
tg(c)

por lo que la ecuacion de la recta normal a la curvaen P, sera

tg(@) t9(B)=-1 6 tg(p)=-

1
f(%o)

Y=Yy =— (X_Xo)-

Ejemplo:

Hallar el punto en la curva y = x> —8x +18 en que la tangente es horizontal.

Solucién:

Tangente horizontal equivale a pendiente nula, o sea, Yy'(X)=2x-8=0=>x=4

;¥ = 2,como se trata de una parabola el punto P(4,2) es el vértice.( Vea la imagen)

Ejemplo:

-, e . 1
Encontrar la ecuacion de la recta tangente al grafico de la funcion y =x+= en el punto
X

Xo =1y X, =2.
Solucioén:

P, =(,2) Pues y)=2; P,=(2;25),

y'(X) =1—X12:> yQD)=0=>tg(ax)=0 6 a=0.
Porlotanto y—2=y'(1)(x-1) =0(x-1) = y = 2 recta tangente horizontal.
Por otra parte y'(2):%:> y—2,5:%(x—2) o bién 4y-3x-4=0

que es la ecuacion de la tangente.



Ejemplo:
Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de y =3x*+6 en x, =1.

Solucioén:

Si X,=1=Y,=9; VY'(X,)=6X,, ¥'(1)=6, luego la recta y-y,=y'(X,)(X—X,) es de
ecuacion y—-9=6(x-1) 6 y-6x-3=0.

Ejemplo:

Determinar los puntos en que las tangentes a la curva y = 2x® +13x? +5x+9 pasan por el

origen de coordenadas.

Solucioén:

Sea: y'=6x>+26x+5; Como y=mx, esla ecuacion de la recta tangente por el origen;

como m es la pendiente, entonces m = 6x02 +26x, +5, por lo tanto y = (6xZ + 26X, +5)X;

rectas tangentes.

Se trata ahora de encontrar tales puntos X, . Para ello consideremos en las rectas tangentes el
punto de tangencia, o sea, hacemos x = X, , luego
Y(X,) = (6% + 26X, +5)X, = 6X5 + 26X +5X,
este punto debe coincidir con aquel de la curva cuando x = x,, también
X5 + 26X, + 5%, = 2X5 +13X; +5%, +9 = 4% +13x; —9=0;
X, =—1, es una raiz encontrada por inspeccion, por lo tanto
4xS +13x2 —9 = (4xZ +9x, —9)(X, +1),

luego, (4x; +9x, —9)(x, +1) =0, resolviendo el paréntesis se tiene que

(X, +3)(x0 —%)(xO +1)=0.
Por lo tanto hay tres puntos x, =-3; X, =2 y x,=-1, una de esas tangentes es en

4

P, (=3,57); m=-19 por lo tanto y =-19x.
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Ejemplo:
Hallar la ecuacion de la recta tangente a y = x* +5 en: a) x=0, b) x=3, c) el punto x,,

en que sea paralelaa y =12x-17.

Solucién:

a) y'(x)=3x*; y'(0)=0, luego la recta es horizontal. Si x=0=y =5 es la tangente
horizontal.

b) y'(3) =27; y(3)=32 porlotanto y—32=27(x-3).

c) Ambos pendientes deben ser iguales, por lo tanto 12 =3x; = x, = +2, luego son los

puntos (2,13); (-2,-3).

Ejemplo:

En lacurva f(x)=2x®—-3x*-12x+15 encontrar los puntos en ella en que la recta tangente

sea horizontal.

Solucion:
iCondicion f'(x)=0!

f'(x)=6x"-6x-12=0
x?—x-2=0
(x=2)(x+1) =0

por lo tanto x=2Ax=-1; f(2)=-5y f(-1)=22, por lo tanto P,(2,-5) vy

P, (-1,22) .son los puntos buscados

11



Ejemplo:

Pruebe que la curva y=x>+2x no tiene tangentes horizontales, ;cual es la pendiente

minima entre todas ellas?

Solucion:
y'(x)=5x*+2=0=>x"= —é =<, luego no hay solucién real y

como y'(x) > 2 ¥x .Entonces y'(x) =2 seria el valor minimo

Ejemplo:

Hallar las ecuaciones de la recta normal a la curva y = x* +5 en el punto en que sea paralela

alarecta y =12x-17.

Solucién:

La pendiente de la rectaes m =12, luego la normal debera ser

1
y'(Xp)

Y=Yy =— (X_Xo)’

por lo tanto,
1 1 » 1

- =-—=12=x;
y'(Xy) 3X, 36

por lo tanto x, ¢ IR, luego no hay tal punto.

Ejemplo.

Verificar que la recta tangente a cada una de las conicas se obtiene por desdoblamiento.

Solucion:
Sea  la circunferencia:x’* +y?=r> y el punto (x,,Y,) en ella, como
X . ,
y=+vr? —x? y'(x,) = ———=——, asi tangente sera

+r% — %2

12



— Xo
Y—Yo :+?
N
(V= ¥0)2 (P =%7) = %* (x=%9)? 0 (Y=¥p)* Yo" = X" (X— %)

(Y= Yo)Yo =X (X=Xg) = Yy + XXy = XO2 + yo2 =r?,

(X=%) =

en definitiva la recta tangente queda:
Yo + XXg =2,
Lo que significa un desdoblamiento de la ecuacion original para lograrla.
Si la ecuacion fuera (x—-h)?+(y—-k)2 =r?> con un cambio de variable
queda: X2 +Y? = r2el desdoblamiento nos da la recta tangente : XX, +YY, = r’ regresando
a las variables originales:
(x=h)(x —h)+(y—k)(Yo —k) =r?,

es el desdoblamiento buscado.

Esto lo podemos extender a las elipses e hipérbolas:
b?(x—h)? +a’(y —k)* = a’b?
En que las tangentes a un punto (x,,Y,) de ellas el desdoblamiento nos da las rectas
tangentes:
b (x —h)(x, —h) £ a? (y —k)(y, —k) = ab?.

Para el caso de la parabola: y = 4 px® = y'(x,) = 8 px, luego la tangente es de ecuacion:

(Y= Yo) =8px (X = %) = y—2y0 =4pxxg —4pX , =4pX¥% — Yo
Desarrollando esto se tiene:
y+_2yo =4 pXxxg,

Siendo esto la forma desdoblada de la ecuacion. Para la forma desplazada de la parébola el

recurso ya esté dado.

Otra interpretacion de la derivada es en fisica, donde si f(t) es la funcion posicion de una
particula en el tiempo t; la razoén de cambio instantanea del espacio recorrido y el tiempo en

que ello ocurre, define la velocidad de ésta,

13



V(t) = f'(t)zmw.

De igual modo la aceleracion es la razon de cambio instantanea de la velocidad respecto del
tiempo

a(t) =V'(t) = Ling"(”hh)“’(t).

Ejemplo:

Un movil se desplaza segun la ley S(t) =5+t —2t*. Hallar la velocidad y aceleracion en
t=2.

Solucioén:
S't)=v(t)=1-4t; v(2)=-7y Vv'(t)=a(t)=-4; a(2) =-4.

También pueden mencionarse otras significaciones de la derivada de una funcién en el

campo de la ingenieria, de la economia, la medicina etc.

2.2.- ALGEBRA DE DERIVADAS

Teorema:

Sean f(x) y g(x) funciones definidas en (a,b) y diferenciables en x, € (a,b) ; entonces son

diferenciables alli las funciones
1 (f£9)(x),
2. (f-g)(x);

3 @(x), (9(%) % 0)
y ademas,
8) (F£0) (%)= f'(X0) %0 (%)

14



b) (f 'g)l(xo): fl(xo)g(xo)"’ f(xo)g'(xo)

) [f] (1) = [ 00800~ ()9 C5)
g 9" (%)

Demostracion:

a)-Seah(x)=(f £g)x)=>
h(xo +k)—h(X0) (f ig)(xo +k)_(f ig)(xo)

k } k
— f(xo +k)_ f(xo) + g(xo +k)—g(X0)
k B k '

Sik—0= h(x)=(f£0)(x) = f'(X)£ (%)

b).- Sea h(x) = (fg)(x) =
h(x, +k)=h(x,) _ (fg)(x, +k) - (fg)(x,)

K k
— f(Xo +k)g(X0 +k)_ f(xo)g(xo)
k
— f(Xo +k)g(X0 +k)+ f(Xo +k)g(X0)— f(Xo +k)g(X0)— f(xo)g(xo)
k
_ f(xo+k)g(x0+k)—9(xo)+g(xo) F(% +K) = f (%)

k
Sik—>0=h(x)=(f9)(x) = f(X)9"(%e) + F'(X5)g (o)

k

De aqui se deduce que (4 f (X)) =4 f (x,), siendo A una constante.

15



C).- Sea

h(x) = (f](x) =

g
h(X +K)—h(X,) g (X +K) =5 (%)

k - k

1 f(x +k)  f(X)

k{Lg(x,+k) 9(xp)
1 g(xo)f(xo+k)_f(Xo)g(Xo"'k)]
k
_1

g(X, +K)g(X,)
g Oxe)[ F (%o +K) = F (%e)]— T (%o)[a (X, +k)—g<xo)]J

k 9(%, +k)g(x,)
g(Xo f(x0+k£—f(x0)]_ f(xo)_g(xwkk)fg(xo)]
g(%o +k)g(x,)

Sik—>0= h'(x,)= { j( )= f’ (Xo)g(Xo) f (%)’ (Xo)
Y 9° (%)

9'(%,)

De aqui se deduce como caso particular que ( ] (X)) =— X))’
g (X

Con este teorema y el hecho que (x")'=nx"" se deduce que:

Q) Si p(x) =a, + X +a,x> +---+a X" = p'(X) =a, +2a,X+3a,X> +---+na, x"".
b) Si r(x) :w funcion racional =
q(x)

e (x) = P 09900 = POJA(X)
q°*(x)

Ejemplo:

Calcular f'(x) aplicando algebra de derivadas: a) f(x)=tg(x), b)f(x)=sec(x) y c)
f (x) = cosec(x).

Solucion:

sen(x) _ (x) = cos?(x) + sen?(x)

2 Tl )_ 0s(X) cos?(x)

=sec?(x).

16



b) F() =+ = £'(x)= 27 _ g5 sec(x).
cos(x) cos“(x)

c) f(x)= Loy "(x) = Lgs(x) = —ctg(x) cosec(X).
sen(x) sen”(x)

Ejemplo:

Aplicando algebra de derivadas hallar f'(x) si: a) f(x):?i, b) f(x)=e*tg(x) y c)

f(x) =3/x —3c0s(X).
Solucién:

I-x)-1+x)(=) 2
1-x)? S @-x)?

b) f'(x) = (e*)'tg(x) +e* (tg(x))'= e* sec?(x).

a) f'(x)=

c) f'(x)= (xé) —3(cos(x))'::1)’x"g —3(-sen(x)) — ! + 3sen(Xx).

3X

2
3

Ejemplo:

Calcular f'(x) para:a) f(x)=In(x)*"" y b) f(x):1+11'

Solucion:

Manejando las funciones

a) f(x)=sen(x)In(x) = f'(x)=cos(x)In(x)+ sen(x))l(.

X oy (X+D=-x 1
) f(X)_x+1:f(x)_ (x+D?  (x+1)?°

Observacion:

Con lo aqui logrado se puede construir una importante y necesaria tabla de derivadas para el

uso posterior.

17



2.3.- REGLA DE LA CADENA.

Se busca calcular la derivada de una funcién compuesta es decir de una funcién cuya variable
es otra funcion de una variable, por lo que se le denomina “funcién de funcién” lo que se
describe mediante el siguiente diagrama:

f:lcR - R g:Recf —R

X - y=f(x) = 9(y)=9(f(x)) =(g° f)(x)

Como se puede observar no es lo mismo go f que fog, es decir la composicion no es

conmutativa como ya se sefial6 en una oportunidad anterior
Teorema: (Regla de la cadena)

Sean f y g funciones reales tales que Dom g — Rec f y que ademas f es diferenciable en

X, € (a,b) y g es diferenciable en y, = f(x,) € (f(a), f (b)). Entonces
(9o £) () =9"(f(x)- F'(x),=(g° F)(x) =9"(Yo)- £'(X,).

Demostracion:

Se tiene la siguiente situacién

J
{cx, &) IR g IR

¥ —= flx=y ——— g x) = (g flx)
| geos
Sea entonces F(x) =g(f(x)); y, = f(Xy); (X, +h) =y, +k,

F(Xo +h)_ F(Xo) = g(f(xo +h))—g(f(x0))
=9(Yo +k)—-a(y,) = F(x,+h)—f(x)=k,

F(Xo +h)_F(Xo) — g(yo +k)_g(yo) E
h k h
_ 90 +k) = 9(¥e) T (% +h) = (%)
k h

18



Sih—>0 k>0 = F'(Xx,)=(g°f)(X,)=9'(y,)f'(x,), luego
(9(f ()= g'(f(x)) £ ().

Observacion:

Como (go f)'(xg)=9'(f)-f'(x), o sea, se deriva la funcion g respecto a la variable f que

es una funcion y ésta respecto a la variable x, de ahi el nombre de la Regla de la Cadena.

Por extension se deduce que (go f oh)'(x)=g'(f)-f '(h)-h'(x).

Ejemplo:

Calcular f'(x) con Regla de la Cadena si:

a) f(x)=(sen(x))’ b) f(x):(3xsen(x)—x2)%
c) f(x)=e* d) f(x)=In(/x)
e) f(x)=a" f) f(x)=x"
9 f(x)= h) f(x) = cos(g(x))

x+1
i) f(x) = In(sec? (x)) ) (9 =tgle™)
k) f(x)=«/x+ﬁ N f(x)=(0@(X)*; aclR
m) f(x) = sen (x))° n) f(x) = g(sen(x))
Solucion:

a) f(x)=(sen(x))® es una funcién compuesta, pues x——>sen(x) = y—2<— y* = (sen(x))°®,
luego (go f)(x)=g'(f(x))f'(x), pero como g(y)=y°, g'(y)=5y" y como
y=sen(x), g'(y)=>5(sen(x))*, ahora f'(x)=cos(x),

(go f)'(x) =5(sen(x))* cos(x).
1
b) f'(x)= %(3xsen(x) - xz)ii (3sen(x) + 3xcos(x) — 2x) .

c) Aqui debemos derivar la funcion y =e",
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y'(X) = y'(u)u'(x) = e 9x2.
_ b , también si
2X

=0

e) Aqui aplicamos primero logaritmo para luego usar la regla de la cadena;

f(x)=;ln(x) = f'(x):l')l( :

N |

In(f (x)) = xIn(a), derivando,
1

—— f'(x)=1In(a) = f'(x) = f(x)In(a) = a* In(a).
f(x)

f) Con el mismo recurso:
In(f (x)) = xIn(x), derivando,

L =)+ xE = £1(x) = £ x)In(X) +1) = x* (In(x) +1).
f(x) X

g)Si f(x)=, XX:1:>In(f(x)):$(3In(x)—ln(x+1)),por lo tanto,

1 . 1(3 1 j 1(2x+3j
X)) == S -——|==
f(x) 2\x x+1) 2(x(x+1)

f00) = X3 { 2X+3 J

X+1\ 2x(x +1)
h) Si f(x) =cos(g(x)) lareglade lacadenada f'(x)=-sen(g(x))g'(x).
J) Aqui la regla tiene mas de 2 componentes,
f'(x) = secz(e“z 3 Bx.
) £'(x)=a(g(x))""g'(x) .
m) Aqui g(x) no se da, por lo tanto f'(x) = cos(g(x))g'(x).

n) f'(x)=g'(sen(x))cos(x). Se ve que no son iguales estos dos Ultimos ejemplos.

Ejemplo:
2 —
Hallar y'(x) si y = u2 ! donde u=3+2.
uc+1
Solucion:

La regla de la cadena sefiala:
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2u(u? +1) - 2u(u® -1) _ 4
(u? +1)? (u? +1)?

y'(x) =y'(u)u'(x) = y'(u) =

4u-2x
3(u? +1)%(x% +2)%%

u’'(x) :%(x2 +2)282x = y'(x) = silo que se busca en representar

todo en respecto a la variable x bastara reemplazar la funcion u(x)

Ejemplo:
3 Jt :
Un punto se mueve a lo largo de la curva: y=x"—-3x+5, donde x =7+3, (t es tiempo)

¢ Qué velocidad alcanza si t = 4?.

Solucion:

La regla de la cadena y entendiendo que la velocidad es la derivada de la trayectoria respecto

del tiempo se tendra: v(t) = y'(t) = y'(X)-X'(t) = v(t) = (3x* —3)-ﬁ Sit=4,x =4, luego

N

v(4) = (45)-%.

Ejemplo:

Usando log. y regla de la cadena calcular f'(x) si:

a) f(x)=x="™ b) f(x)=x*

c) f(x)=sen(x") d) f(x)=(g(x)"”
. X (x+2)°

e) f(x)= 7()(_1) :

Solucion:

a) In(f (X)) = sen(x) In(x) = ff((xx)) — In(x) cos(x) + Se’:((x) , por lo tanto,

f'(x) = x> (In(x) cos(X) + ser:((x)j :
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b) In(f(x))=x"In(x)= f((x))_(xx)'ln(x)+xx)l(, pero en ejemplo  anterior

(x*)'=x*(In(x+1)), por lo tanto,
£1(x) = (X I+ D) I +x*) 6 F1(x) = X (x*(In(x + 1) In(x) + x*).
c) f'(x)=cos(x)*(x*)'=cos(x*)(x*(In(x +1))).

f (( )’ h (x)ln(g(x»+ﬁg x).

e) In(f(x) == (|n(x (x+2)7) ~In(x-1))=* (2In(x)+2|n(x+2) In(x 1)), por lo tanto,
f'(x)_1(2+2_1):>f(x) JXE(x+2)* [ x*-2x-4
f(x) 3lx x+2 x-1 x-1 (3x(x+2)(x-1) )

Ejemplo:

d) In(f (x)) = h(x) In(g(x)) =

Si f(x)=x",aelIR, hallar f'(x).

Solucioén:

Recordemos que esto estaba pendiente,

IN(f (x)) = 2 In(x) = ) 2 % £ = £ (e
f(x) x

6 f'(x) = ax“?. Ahorasi f(x)=x"? = f'(x) =-/2x2?,

2.4.- DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Si f:DcIR—> IRy f™*(y) essuinversa = f o f ™" =1, esdecir
)=y 6 2 (F)=x.

Para calcular (f ‘1)I(y) derivamos respecto a y en f(f ‘1(y))= y = aplicando la regla de

la cadena f'(f1)-(f*(y)) =1
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(x)-(f ) (y) =1= (F ) (y) = f'tx).

Ejemplo:

Calcular la derivada de y = In(x), considerada como inversa de la funcion exponencial.
Solucion:

=In(x) & x= u inversa, lu iv X,
In e’® sy inversa, luego derivamos respecto a
1=’ . y'(X) = y'(x)=e ¥ =™ = 1
X

Ejemplo:

Calcular y'(x) si: a) y(x) =arcsen(x), b) y(x) =arccos(x) y c) y(x)=arctg(x).

Solucion:
a) y = arcsen(x) < x =sen(y), por lo tanto 1=cos(y)-y'(x) = osl(y) =y'(x)
1 :
= —=Y'(x)
1-sen“(y)
1 1

= y'(x)(arcsen(x))'=

\1-x? 1-x?
o0 aplicando directamente la férmula,
1 1 1 1

(arcsen(x))'= (sen(y))  cos(y) J1-sen?(y) ) J1-x?

b) y =arccos(x) < x = cos y(x), derivando respecto a x, 1=-sen(y)-y'(x) =

1 1
sen(y)  1-x?

y'(x)=-

pues sen(y) = Jl— cos2(y) —/1-x2 .

c) y = arctg(x) < x =tg(y(x)), derivando respecto a x, 1=sec?(y)-y'(x) =

11
sec’(y) 1+x*’

y'(x) =
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pues sec’(y) =1+tg?(y) =1+x>.

Ejemplo:
. 2x -1 , . . 4
Si y(x) =—2,Calcular x'(y) osea laderivada de la inversa f(y)
X+

Solucién:

a) Aplicando la formula:

I | pon (x +2)? _ (x+2)°
=50 Y ="y~ 5

b) Encontrando la inversa y derivar.
:2x—1:>X_2y+1.“x,(y):2(2—y)+(22y+1): 5 -
2-y) (2-y)

X+ 2 22— y
Para comparar reemplazamos y(x) en esta ultima.

Ejemplo:

Calcular la derivada de las funciones hiperbdlicas inversas.

Solucion:

senh(x)
cosh(x) '

a) Recordemos que senh(x)zz(ex—e‘x); cosh(x):;(ex+e‘x) y tgh(x)=

luego se ve facilmente que senh'(x) = cosh(x), cosh'(x) = senh(x), tgh'(x) =sech?®(x).

b) Si y =senh(x) = x = arcsenh(y), derivando respecto a x,

[ 1 = 1
1= (arcsenh(y))'= (senh(x))' B cosh(x)
1

Pero cosh®(x) —senh®(x) =1, por lo tanto (arcsenh(y))'=

Jiry?

c) Si y =tgh(x) = x = arctgh(y) , derivando,

A S T
(tgh(x))'  sech?(x) 1-tgh?(x) 1-y?

1= (arctgh(y))'=
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2.5.- FUNCIONES PARAMETRICAS.

Una curva, cuya representacion cartesiana se dacomo y = f(x) X el < R ,también puede

ser expresada considerando tanto la abscisa como la ordenada del punto funcién de una
nueva variable o parametro tomando la forma:

X = X(t)
y=y({) ;a<t<b

y es lo que llamamos la forma paramétrica de la funcién o la curva.Un tema interesante es
llevarla de una forma a la otra.

Ejemplos:

" x=t>-2t
1.- Expresar la curva paramétrica: teR
y=t+1

En la forma cartesiana :

Solucién:

Se trata de eliminar el parametro t de las ecuaciones paramétricas.Por tanto :
x=(y-1D?-2(y-1) = x=y? —4y +3 que es una parabola.

2 2

. X o

2.- Expresar la elipse: —- + y_z =1,en forma paramétrica.
a“ b

Solucion.

Aqui el tema es la eleccion del pardmetro, que en este caso sera un dngulo para hacer
x = aCost

y = bSent
De modo que se cumple la relacién cartesiana.

3.- Parametrizar la curva cartesiana: x = y* — 3y°.

Solucion.

Si tomamos como pardmetro la variable y, cosa que es aceptable, la expresion sera:
x=t*-3t?

y=t
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4.- Lacicloide es una curva que describe un punto fijo en la circunferencia de radio a cuando
rueda sobre un eje.Si el parametro es el angulo que se muestra en la figura ,las ecuaciones
paramétricas se pueden deducir de ello.

Solucion. 4

v

2.5.1.-DERIVADA DE FUNCIONES PARAMETRICAS

Siendo y=f(x) < x=x(t),y=y(t) es su forma paramétrica, luego y(t)= f(x(t)),

derivando con regla de la cadena, = y'(t) = f'(x)- x'(t), por lo tanto

F(x) = zg;

Ejemplo:

Silacurvaes
X = acos(t)
y=asen(t); y>0

acos(t) _  cos(t) _

la derivada sera f'(x) = = = —ctg(t), en forma cartesiana es y =-/a* — x*
—asen(t) sen(t)

=Y 0= Ja? —x? y asen(t) sen(t) —ctg(t).

X X o —acos(t) _ cos(t)
Ejemplo:

Sean las funciones
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Solucién:

X = acos(t)
y = bsen(t);

su forma cartesiana, ¢;cual es
y=f(x)

fr(x)?.

Como:ﬁ =Cos(t) ; Y Sen(t) = (5)2 + (X)2 =1..y(x)=+b /1_ (5)2
a b a b a

R AC IR

X'(t)

Ejemplo:

_ bcos(t) b

——ctg(t).

—asen(t) a

Si lafuncién y = f(x) esta dada paramétricamente como

X =2+ 3cos(2t)
y = 4 + 3sen(2t)

a) Hallar su forma cartesiana y b) Su derivada.

Solucioén:

8) (x-2)°=

9cos?(2t),

(y—4)? =9sen?(2t), por lo tanto

circunferencia centro (2,9) y radio 3.

_3cos(2t)2 _ cos(2t)  x-2

b) y'(x) =

3sen(2t)2  sen(2t) y-4

. Por otro lado vemos que

y=a20-(-2 = y(g= XD K

Ejemplo:

+/9-(x-2)? (y-4)

Un punto se mueve en el plano de acuerdo con la ecuacion:

X=t%+2t

Solucion.

Como y'(x) =

y =2t3 —6t. Hallar y'(x) sit=0;t=2;t=5.

y'(t) _ 6(t’

-1
) , luego evaluamos en los puntos-

X'(t)  2(t+1)
y'(0)=-3,y'(2) =3,y'(5) =2

(x=2)>+(y—-4)*=9
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2.6.- DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

Si f(x) diferenciable en X,

im0+ = £0)

h—0 h

f (X +1) - f(xp)
h

por lo tanto f(x,+h)—f(x,)=hf'(x,)+7h o0 si X, +h=x

=f'(x,) &

=f'(X,)+7m >n—>0 s

F(X)— F(X)=(Xx=%)F'(Xp) +17(X=X%X,); 27 >0 si  x—oX,
< Si AX=X—-X, 0 Ax=hy Af(x,) = f(x)— f(x,).

Af (Xp) = Axf (%) +nAX 27 —>0 si Ax—0.
Definicion:

Se llama diferencial de una funcion en x, a la expresion

df = Axf'(x,) 6 df = (x—x,) f'(x,) 6 df =hf'(x,).
Observacion:
Si y=f(x)ysi

f(x) =x=df =dx
df = Ax- f'(x) = Ax

implica que dx = Ax. Luego df = f'(x,)dx y hacemos df =dy,
dy = f'(x,)dx < df = f'(x,)dx,
por lo tanto

(;f = f'(x,) (Notacion de Leibnitz para la derivada).
X

Luego al final queda:
Af (X,) = df (X,) + 7Ax 0 como Af (X,) = f(x)— f(x,),

f(x) = f(x,)+df (x,) +nAx,

h—0;
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por lo tanto: f(x) = f(x,)+df(x,), o sea, el valor de f en un punto cercano a x, €s
aproximadamente el de f(x,)+df(x) y esto nos permite hacer calculos aproximados de

funciones.

Ejemplo:
Computar (3,05)° aproximadamente.
Solucion:.

f() = (%) + T (%) (x=X,)
~ f(X,) +df (%)

Si f(x)=x"; x,=3; x—x,=05,

(3,05)% =~ f(3) +2x(3)(3,05-3)
~9+2-3-0,05
~19,3

Ejemplo:
Calcular la diferencial de f(x)=x*+2x para x=1, h=0,2.

Solucion:
Como df = f'(x,)-h,

f'(x)=3x*+2; f'(x,)=3-1"+2=df =5-(0,2) =1

Ejemplos:

Calcular la diferencial df en

) 1 =190 ) f( ="
b) f(x)=a* e) f(x)=arcsen(x)
c) f(x)=In(x) f) f(x)=e"+cos(x)

Solucién:

a) f'(x)=se02(x):;”=secz(x) = df =sec®(x)dx
X
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b) f'(x)=a" In(a):(cjg(:axln(a) = df =a*In(a)dx

o=t o g ol
X dx X X
d) f.(x)_Xzzﬁ—ZXVX+1_x2—4x(x+1)_—3x2—4x__ 3x+4
x* 2x4 X +1 2x4\x +1 2x34x+1
3x+4
= df =— d
2x34x +1
1 dx
e) f'(x)= = df =
) T 1-x? NG

f) f'(x)=e* —sen(x) = df =(e* —sen(x))dx
Observacion:

Si f(x) esuna funcidn, entonces como df = f'(x)dx, se tendré:

a) d(k) =0, k constante.

b) d(x") = nx""dx

c)d(f+g)=df +dg=(f'(x)+g'(x))dx

d) d(f-g)= fdg + gdf =(fg'+f'g)dx

TR
g 9

f) d(f og)=df(g)-dg(x)

2.7.- DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS.

Sea F(Xx,y) =0 una ecuacion que define en forma implicita la funcién y = f (x), es decir,
F(x, f(x))=0.
Para calcular f'(x) sin expresar en forma explicita la funcion y = f(x), lo hacemos usando

la regla de la cadena aplicada a la ecuacion.
Ejemplo:
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x> +y® =r?, siexiste y(x) calcular y'(x).
Solucion:

Sea x* +y*(x)=r?,

X2 +y?(x)=r?

Q:O = ﬂ: X
dx dx y

2X+2Y

Si expresamos en forma explicita a la funcion se tendra
y = /rz X2

dy — -x
dx Jr2—x? y

da
dx

Ejemplo:

Sea (y-3)° =(x+1), aceptamos que existe la funcion y= f(x) y x=g(y). Encontrar
yx)y x(y)

Solucioén:

Para encontrar y'(x):

(-9 =(x+D) | &

2(y—3)d—y=1 = @_ 1
dx dx 2(y-3)

Para encontrar x'(y):
2 d
(y=3)"=(x+1)| —
dy
dx
2(y-3)= v
y

como se puede ver: dy dx =1

dx dy

Ejemplo:
Demostrar que si ¢ es una constante cualquiera, entonces x°y — xy”® = ¢ satisface la ecuacion
diferencial

(2xy — y?)dx + (x> —2xy)dy =0
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en el sentido que la expresion para dy y dx obtenidas de la ecuacién primera al sustituirse en
la ecuacion diferencial, esta se convierte en una identidad.

Solucioén:

Diferenciando la ecuacion dada, x?y — xy? = cse tiene:

2xydx + x*dy — y?dx — 2xydy = dc = 0
(2xy — y2)dx + (x* —2xy)dy = 0.

Es lo mismo que x’y —xy” = ¢ satisface

(2xy —y) + (x* - 2xy)ﬂ =0.
dx

2.8.- DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR
Definicion:

Si f(x) es una funcion que admite derivada en V(x) (vecindad del punto x), la funcion

derivada de f'(x) se llama la segunda derivada de f(x) y se denota

d’f

x?

f'(x) 6

Observacion:

De igual modo se define la n-ésima derivada de f (x), o sea

d d"f
fOX)=—Ff"(x)=—.
() i () oo

Ejemplo:

2
Encontrar ™ para f(x) = x> +sen(x).

X
Solucion:

ar = 2X + cos(X)
dx

d’f d
ol - &(Zx +c0s(X)) = 2 —sen(x)
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Ejemplo:

2
f .
Encontrar ™ para la funcion sen(x +y) = x
X

Solucioén:

Se trata de funcion implicita. Derivando la ecuacion

cos(X+Y)-

aeyy=1 &

—sen(x+y)@A+ Yy )L+ y')+cos(x+y)(0+y")=0
—(@+y")?sen(x+Yy)+y"cos(x+Yy)=0

, 1 .
como y'=———-1= alsustituiren
cos(X + Y)

y"'cos(x+y) = (L+ y')?sen(x + y)

yie sen(X + y) (“

 cos(X+ )
_sen(x+Yy)
cos®(x +Y)

Ejemplo:
Si y=x", calcular y™(x).
Solucion:
y'(x) ="
y"(x) =n(n-1)x"?,

2
1 -1
cos(x +Y) ]

yP(x)=n(n-1)(n-2)---1=nl

luego y™ =n!si y(x)=x".  Por lo tanto:
Ejemplo.

Si f(x) = Sen (x) . Hallar n-ésima derivada.
Solucioén:

f O (x)=0si f(x)=x".
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f 2" (x) = (1) Cosx

f @V (x) = (~1)" Senx

f'(x) = Cosx f"(x) = —Senx

f "(x) = —Cosx f " (x) =Senx
f'(x)=f'(x) fix)=f"(x)=
Ejemplo:

Si ¢, y ¢, son constantes, entonces (y —c,)? = 4a(x—c,) satisface la ecuacion diferencial:

2ay" (x)+y? (x)=0.

Solucioén:

(y—-c,)* =4a(x—c,) siderivamos queda 2(y—c,)y'= 4a, si derivamos de nuevo resulta

2y”?+2(y-c,)y"=0, como

. 2a N y'? —-2a
y: j— y = — = 2
y_Cz y_Cz (y_cz)
43° 43*

luego 2ay''+y'* = —

+ =0.
(y_C2)2 (y_cz)2

Ejemplo:

Sea f(x)= x\x\. Demostrar que f'(x) existe para todo x e IR; que f''(x) existe si x=0

pero f''(0) no existe. Aproxime gréaficosde f(x), f'(x) y f"(x).

Solucién:
2 six>0
£(x) = X I X
—x*> six<0
luego
2X six>0
f'(X): A =
—-2X six<0
2 six=0
fll(X): .
-2 six<0

2X
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Seguln problema anterior se tiene que no existe f''(0).

Teorema (Leibnitz):

e

k=0

Demostracion:

Induccion: n=1.

k=0

1 (1
(f-9)= fg'+9f'=2(ng‘l‘k) fr.

Hipdtesis:

PRNC N L SO N LR PR PP N ke ¢ en [NV 00 £ 0
(f-9) (Ojg +[Jg f'+ +(k_Jg f +(kjg f

(f X g)(m—l) — nill{n:]']g(n+l—k) f (k) )
k=0

Tesis:

Al derivar la hipotesis, el término en g™ f ) se logra en una parte de la derivacion de
n n n n n+1
g § kD ] T g £ 0y sy coeficiente es +| . |= .
k-1 k k-1 k k

2.9.-Guia de Ejercicios

1.- Calcule la derivada de
a) f(x)=(2x+1sen(x)

2x+1
sen(x)

b) f(x)=

W=
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2.- Encuentre (:I Si

X
a) x* +y® =2x b) xsen(x)y =2
c) xy=1 d) y+cos(3x) = xy
S f) /x+./2y =
25 26

3.- Encuentre la pendiente de la recta tangente al gréafico de la ecuacion dada en el punto

sefialado:
a) x> —y? =16; x=-4, 2do. cuadrante.
b) xy® =10; y=-2.
c) xy=-1 x=-1.

4.- Demostrar que si ¢ es una constante, entonces:

2 2
a) X +2y = ¢ satisface y(x* — y?)dx—2x%dy =0.
Xy

b) ax* +4x®y + y* =c satisface x*(ax+3y)dx+ (x* + y*)dy =0.

y(L+ sen(x))
) =~
cos(x)

5.- Demostrar las formulas:
u'(x)
u(x)-/u®(x) -1
u'(x)
u(x)/u? (x) -1

arctg| x \P— ! ; ac>0
r ax?+¢’

d1 X 1
d) —~arctg| — |=
) dx a g[aj a’+x°

a) c?x arcsec(u(x)) =

b) (;jxarccosec(u(x)) =—

2ax+b 1

2
e) ———arct =
) dX«/4aC_b2 g(«/4ac_b2j ax’ +bx+c

= X+ ¢ satisface (1—y—sen(x))dx —cos(x)dy = 0.
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d

2
f) X [X \J1-a®x® - 412 arcsen(ax) + X? arcsen(ax)] = xarcsen(ax)
X a

4a

6.- Encuentre f'(x) para:

a) f(x)=arctg(-/x)
b) f(x)=arccos(sen(x))

arccosec(Xx)
cosec(x)

¢) f(x)=

d) f(x)= arcseng(ng

e) f(x)=arccos(x)arccos(2x)

f) f(x)=tg(arccot(x))

7.- Determinar f'(x) para:
a) f(x)= Iog(x+«/1+ x2)
b) f(x)= ilog(x2 +1)

c) f(x)=arctg(logx)
d) f(x) = log(log(log(x)))
e) f(x)=x"

8.- Use logaritmo para obtener:

) d [ (2x* +3)\/x* +1
dx 3% +1
d

b) & (1Oarctg(x) )

9.- Calcular:

a) iarcsenh(ﬁ)
dx



b) iarccosh(senh(x))
dx

9 2 (log(senh(x))
dx

d) i(cosh(x))(senh(x))
dx

e) (;jx (arccos(x))(arccosh(x))

10.-Sea f =goh; h(2)=6; h'(2)=-10y g'(6)=—; Encuentre f'(2).

11.- Si f(x) =~/2x -1 encuentre directamente la derivada de su inversa.

4

. g X
12.- Encuentre la ecuacion de la recta tangente al grafico de y = —; en x=0.

X’ +1

13.-Sea y = . Pruebe que la derivada en todo punto es negativa.

3x
(x=2)(x+1)
14.- Considere una tangente a la curva x"+y"=a", n=1, n=0. Suponga que dicha

tangente intersecta al eje x en (p,0) y al eje y en (g,0). Muestre que

2
15.- Calcule c;jz(x arcsenh(x?))
X

2
16.- Calcule d—z(cosh3(2x))
dx
17.- Si y = sen(m arcsen(x)), probar que satisface a la ecuacion (1—x*)y"—xy'+m?y =0.

18.-Si y = (x ++/x?+a’ )n , probar que satisface (x* +a?)y"+xy'—n’y =0.
19.- Si y =1-xarcsen(x) mostrar que (L+ x°)y'+xy =1—x* y cuando n>2
@-x*)y™? —(2n+D)xy™ - (n? -1)y™ =0.

1+3x

20.- Encontrar la cuarta derivadade y = ————_—.
2-3x—-2x

21.- Sea k(x) = x*h(x), h() =3, h'(1Q) = ; h'' (1) = 4, encontrar k''(2) .

22.- Sea f(x)=x".Encontrar f™(x), nelN.
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23.-Si f(x)=x%a*, encontrar f ™ (x).

2.10.- APLICACIONES DE LA DERIVADA

En la interpretacion geométrica de la derivada, encontramos una primera aplicacion, como
asi también el concepto de velocidad y aceleracion en Fisica

2.10.1- La derivada como Raz6n de Cambio

La derivada de una funcion puede entenderse como “la razén de cambio instantaneo entre
la funcién y la variable”, puesto que

f(x+h)-f(x) _lim f(x)— (X,)
h X—%o X=X, '

e =lim

Donde f(x+h)—f(x)6 f(x)—f(x,) es la Variacion de la Funciony h 0( x-x,) es la
Variacion de la Variable. Esta vision de la derivada nos lleva a resolver problemas de

diferente naturaleza. Comenzando por recordar que si S(t) es la ecuacion del movimiento de

un movil la “razén de cambio instantanea “ del espacio recorrido respecto del tiempo

empleado nos entrega la velocidad del movil o de la variacion de la velocidad que depende

del tiempo y la variacion de éste nos entrega la aceleracion.
Ejemplos.

1.- Una piscina con V galones de volumen en un momento “t” estd dado por
'V =250(40 —t)? ;Esta siendo evacuada. Encontrar la velocidad con que disminuye el

volumen luego de 5 minutos del proceso.

Solucion.
p dv
V (t) = 250(40 —t) = o =500(40 -t)(-1)
Siendo : 4V (5 t
si t=56 = v o) =500-35-(-1)=-17.500 gall/min
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2.- Un estanque tiene la forma de un cono invertido con 16 pié de altura 'y con un radio de 4
pié. ¢ Qué tan rapido cae el nivel cuando el agua lleva 5 pié de profundidad y fluye a razon
de 2pié/seq.?.

Solucion.

Se pide la razén de cambio de la altura en relacion al tiempo, en t=5

S —
—
V(t)-—;rr (t)- h(t). Segin la fig. hi; 146 () = —h(t)
V(t)=%h3(t):V‘(t)zi—z-hz(t)-h'(t).Cuandot:S
2=%-25-h‘(5) h'(5) = —ple/seg

3.- Una escalera de 25 pié de largo, se apoya contra un muro vertical, si la base de ella se
desplaza a razon de 3pié/seg.;Cual es la velocidad de disminucion de la altura cuando la base

se encuentra a 15 pié del muro?

Solucion.

Se trata de encontrar y(t) sabiendo que por la fig. x* (t) + y* (t) = 25° =

y(t) =625 x2(t) .. y'(t)= —% como x'(t) =3 xt((15))

Yty =279
° J625-225 4

4.- Una bola de nieve se va formando de modo que su volumen aumenta a razon de
8pié* / min .Encontrar la razén de cambio instantanea del radio en el tiempo cuando el radio
mide 2 pié.

Solucion.
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V(t)=%ﬂ-r3(t) = Ciljl—\t/=47r-r2(t)-r'(t) = 8=47-16-1'(t)

r') = 1 pié /min
87

5.- Un hombre de 6 pié de altura camina hacia un muro a 5pié/seg. Si existe un reflector en
el piso a 50 pié del muro. ;Con qué velocidad se acorta la sombra del hombre al momento
que esta a 30 pié del muro?

Solucion.

50 h 300 ... 300
5 M= = MO =

{0)

300 5 .
h'(t)=——-5=—-—pié/seq .
t) 307 3P g

6.- Una cubeta inicialmente con 10 galones de agua, gotea ; el volumen en el tiempo t est4

dado por: V(t) = 10(1—1%)2 .,Con qué velocidad disminuye el volumen luego de 1

minuto?

Solucién:
. t 1 . 99 1

V (t)=201-—)(—— V (1) =20(—)(-—) =-0,198gal / se
) ( 100)( 100) = V(Qd (100)( 100) g g

7.- Un globo meteoroldgico se eleva en forma vertical y es observado desde un puesto a 300
mts. del punto de elevacion .;Con qué velocidad se esta elevando cuando el angulo del
observador es de 45° y aumenta un grado por segundo?

Solucion:
_YO e 20000 (1) <= L
tg(O(t)) = 300 . derivando=> Sec“4(t)-6'(t) 300
y(®) O'(t)=1 0 (t)=45
0
300

~(W2)21= 3—(1)0 y'(t) = y'(t) = 600mts./ seg
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2.10.2.-Monotonias de una funcién.-

Recordemos las definiciones de monotonia:
a) f(x)crecienteen IcRoVXx>y= f(X)>f(y)
b) f(x) decrecienteen | cR<V x>y = f(x)< f(y)

Teorema.
Si f °(x) >0 en una vecindad de X, entonces la funcion es creciente alli.

Demostracion.

f(Xo+h;‘f(X°): f'(X,) >0 31 =(X, —0,% +0)> (X, +h) e |

Se tiene que: lim
h—0

ysi oo oM =f06)

>0 luego f(x,+h)>f(x,) Vvh>0 y (X, +h)el

o sea la funcion es creciente.
Observacion.
1.- De modo andlogo, si f ‘(x)<0 ,la funcidn es decreciente, en la vecindad en que ello ocurra

2.- Recuérdese que si lim f(x) =1 > 0, existe un intervalo donde la funcién cuando es

X—>Xg

continua mantiene ese signo.

3.- La condicidn es suficiente pero no necesaria, en el sentido que no se cumple el reciproco,
como es el caso de f(x) = x?, la funcion es creciente en una vecindad del cero sin embargo
f'(0)=0.

4.- Se tiene ademas el caso de f(x) = Ix, que es creciente sin embargo no existe la derivada
en 0.

Ejemplos.

. . . ., 1+x
1.- Determinar el intervalo de crecimiento de la funcién : f (x) = Ty
+ X

Solucién:

@+ x*)—2x(1+x)  —x*—2x+1

LB )>0e x2+2x-1<0
(1+x%)? (1+x%)? )

f'(x) =
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Recordando que la figura es una parabola que abre hacia arriba, la parte negativa se
encuentra entre las dos raices, si es que existen.

2+
x2+2x—1=0:>x=2?\/g

= (—1++/2) .Luego la funcion crece en (—1—~/2;-1++/2) y

por lo tanto decrece en el complemento de su dominio.
2.- Estudiar las monotonias de la funcion: f(x) = 3/x -5Yx.

Solucion.

2 4 2 2 2
f'(x)=x ®-x 5= xfg(l—iz) comox 3 >0= f'(x) >0 x® >1.-.|x>1y x=0.
X15
Luego la funcién crece en (—o0,—1) U (1.0) y decrecesi x=0 y x e (—1,1) y el cambio de
monotonia ocurreen x =1 y x =-1.

1
3.- Sea f(x)=(x®-3x%)3, Encuentre los intervalos de decrecimiento.

Solucidn.

X(x—2)
(X3 _3X2)2/3

f'(x) =

<0=x<2y x>0, luego decrece si x € (0,2).

2.10.3.- Concavidades.

Diremos de un modo informal que una grafica presenta una concavidad hacia arriba
cuando ,la tangente en todo punto queda mas abajo que la curva, y habrad concavidad hacia
abajo cuando la tangente esté sobre la curva.

v

De un modo igualmente informal podemos decir que:

a) Si f"(x)>0en (a,b) ,entonces f'(x) es creciente en el sentido que la recta tangente

tiene pendiente en crecimiento cuando se avanza desde a hasta b o que la recta
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tangente va girando en sentido anti-reloj es decir el grafico esta bajo la tangente y por

lo tanto hay concavidad hacia arriba.

b) Si f"(x) <0en (a,b), entonces f'(x)es decreciente es decir que la recta tangente
Ileva una pendiente en disminucion desde a a by las rectas van girando en sentido del
reloj lo que implica que la curva esta bajo las tangentes es decir hay concavidad hacia
abajo.

c¢) Si f"(x) cambia de signo en un punto, alli se produce un punto de inflexién o sea

cuando f"(x)=0,luego es punto de inflexién donde hay cambio de concavidad.

/

v
v

Ejemplos.

1.- Determinar las concavidades y encontrar el punto de inflexion en el gréfico de
f(x)=x°
Solucion.
f'(x)=3x"> = f"(x)=6x.. f"(0)=0. Como f"(x)>0 Vx>0 hay concavidad
hacia arriba en (0,0).Como f"(x) <0 ¥x <0, luego hay concavidad hacia abajo y el punto

0 es punto de inflexién, por lo demas el gréfico es bastante familiar para confirmar lo dicho.

X X3

2.- Determinar las concavidades de f(x)=2 e

Solucion.
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2 2
f’(x):—%—BX6 6:—%(1+X7) f"(x)=—§>0 Si x<0 = Concavidad hacia arriba

f"(x)<0 Si x>0= Concavidad hacia abajo,

luego x = 0 es un punto de inflexion de la curva.

3.-Determinar concavidades en las curvas:

1
x> +3

a) f(x) =6x* - x> +x—1. by f(x)=x*-12x* +x-1 ¢)f(x) =

Solucién:

a) f'(x) =12x-3x? = f"(x) =12-6x>0= x <2 luego hay concavidad hacia arriba en
(2,0)

b)f'(x) =4x> —24x+1= f"(X)=12x* -24>0si X* >2<= x>2ve<-2 luego la
concavidad hacia abajo se produce en el intervalo (-2,2)

2x% -6

e )3>0:>x2>3c')x>\/§éx<—«@
X2 + X

c) f'(x)=—2x(x* +3) 2 = f"(x) =

la concavidad hacia abajo se produce en (—\/3—,\/3_)

2.10.4.- Asintotas para una curva.

Recordemos que las Rectas Asintoticas o simplemente Asintotas de una curva, es toda

recta que tiende a encontrarse con la curva sin que logren punto en comun, es decir si f(X) es

la curva y I(x) la asintota debe darse que: Iim| f(x)—1(x) | =0 donde a puede ser infinito.
1) Iirp f(x) =k = y =k, es una Asintota horizontal
2) lim f (x) = +00 = X = a es una Asintota Vertical.

X—a

3) y = mx+ n;es una Asintota oblicua cuando: m = IimM y n=Ilim(f(x)—-mx)
X—00 X X—00
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Fig.

Ejemplos.
X2
1.- Analizar asintotas para la curva:  f(X) = ———-.
X°—a
Solucion.
XZ 2
a) lim f(x) = lim ———— = lim f(x) = lim ——— = luego tenemos asintotas
x—a* x—»at X —a X—a~ x—>a~ X° —a

verticales x = +a considerando que f(x) es una funcién par por lo tanto simétrica respecto al

ejey

b) lim f(x)= lim ! >-=1, por lo tanto y = 1 es Asintota horizontal.
X—>to0 X—>t0 a

XZ
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v

2) Pruebe que la curva: y = (x* —3x?)"® Admite una asintota oblicua.

Solucion.

3 qy2\1l/3
Sea y=mx+n con m:limw:“m(l_ﬁ)lm -1

X—>0 X X—>0 X

n = lim((x® —3x?)"* — (x*)"®) = -1, luego la asintota serd y =x-1
X—00

Observacion:

Se sabe que a®-b® =(a-b)(a®+ab+b?), luego hacemos:
a= (X3 _3X2)1/3 b — (X3)l/3 ASi

lim(@—b) = lim—2% "2 _jim ~3x" -
X0 oea? tab+b? e x3(x=3)"2 + x** (x-3)"3 + x?
=1,
(1_7)2/3_{_(1_7)1/3 +1
X X

Observacion.

Con los elementos anteriores se puede abordar el problema del trazado de una curva, que
puede tomarse como un necesario ejercicio aunque la calculadora puede hacerlo también; las
dos acciones son (tiles. Para lograrlo ha de considerarse por 1o menos:

a) Dominio de la funcion

b) Interseccion con los ejes

¢) Monotonias.
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d) Concavidades, puntos de inflexion
e) Asintotas

2.10.5.-Trazado de una curva:

1.- Analizar la curva : y =12 + 2x% — x*.y lograr su grafico aproximado.
Solucion:

e Lafuncidn es par, por lo que su gréafico es simétrico respecto del eje oy
e Dominio de ella es todo R
e Interseccion con ejes:

x=0=y=12 y=0=(x?)2-2(x*)-12=0= x? = (1++/3) . x, = 1+~/3)*? = 2,1
e Monotonias:
fi(x) = 4x1A-x*) - ' () >0=>x>0A x> <1=xe(0,1) 6x<0AX* >1= X (—0,—1)

Luego es creciente en la union de estos intervalos, y decreciente en el complemento.

e Concavidades: f "(x) = 4(1-3x*) >0 si x e (— ) hay concavidad hacia arriba.

55

La concavidad hacia abajo se produce en el complemento del dominio y los puntos de

inflexién son x = +—

NE

Fig.

2) Analizar la curva f (x) = (X—_;)“3 y graficar
X —_

Solucioén:

-1
f'(x)=
( ) 3(X_1)2/3(X_2)4/3
observa que la tangente tiene la pendiente infinita.

<0 V¥xeR-{L2 }.luego es siempre decreciente.En x = 1 se
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Como : f"(x) = 2,23/9 73 ( ! + el signo lo define el factor:
(x=D""(x-2) x-1 x-2
1 2 3x-4

+ & , mediante el anlisis de estor tres factores ,la desigualdad
x-1 x-2 (x-D(x-2)

arroja: f"(x) >0 = xe (4, %) U (2,9), luego concavidad hacia arriba, por lo tanto

como: f"(X) < 0= x e (-»,1) U (4/3;2) la concavidad es hacia abajo asi el punto de
inflexion se produceen x=4/3y x=1.

Siendo: lim f(x)=—00 y lim f(x) =00, enx =2 se tiene una asintota vertical .Por otra
X—>2" x—2"

parte al tener que : lim f(x) =1, entonces y = 1 es asintota horizontal.

X—>Fo0

Fig.

2.11.-Teoremas del valor medio.-

Teorema: (Rolle)
Sea f(x) definida en [a,b]

a) Continua en [a,b]
b) Diferenciable en (a,b)
c) f(a) = f(b). Entonces existe al menos un x, € (a,b) donde f'(x,)=0.

Demostracion. (Se omite)

La continuidad en el intervalo cerrado: [a,b] con f(a) = f(b) permite visualizar en un
grafico que la tangente es horizontal en por lo menos un punto luego f'(x,)=0.

De un modo sencillo: Si la funcion parte de f(a) y no es constante y si es creciente ,luego
deberé ser decreciente esto sucedera al menos una vez y reciprocamente ,es decir la derivada
pasara de positiva a negativa o reciprocamente , luego sera nula al menos una vez

Observacion
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Dadas las condiciones anteriores, la curva y = f’(x) corta al menos una vez en (a,b) al eje x.
pues tiene cambio de signo De esta manera la ecuacion : f '(x) = Otiene al menos una raiz en
(a,b).

Teorema: ( Valor medio)

Sea f(x) definida en [a,b]tal que a) f(x) continua en [a,b] b) Diferenciable en (a,b)
Entonces existe x, € (a,b), tal que :

f(b)-f(a) _,
T bhoa f'(%,)

Demostracion:

Asumiendo que f(b) = f(a) ( De lo contrario se reduce a Rolle) y definiendo la nueva

funcion F(x) = £ (x) = (L= @y F by =bf (a)—af (b) y

b-a
F (a) = bf (a) — af (b) = 3x, del teorema de Rolle donde
F%%)=0:>yuﬁ_(iﬂ2:i§2)zoﬁ f) = 1@ @
b-a b-a

Ejemplos.
1.- Si f(x) =/x% + 9. Encontrar todos los puntos X, € (0,4) ,del Teorema del Valor Medio.

Solucion.

f(4-f0) 5-3 1
4-0 4 2

1 -1/2 1
f'(X) = Vu@=5@5+ﬂ b%=53xfﬁﬂé

2.- Probar que si una funcién es continua en [a,b]y f’(x) =0; Vx e[a,b]Entonces
f(x) =k (Cte).
Solucion.

Como wz f'(x)=0% € (X Y) V(x,y) e[a,b] = f(x) = f(y) V¥ x,y,luego es
una funcién constante.

Con esto se puede sostener que “la condicidn necesaria y suficiente para que f(x) sea
constante es que su derivada sea nula”

3.- Aplicando el Teorema del Valor Medio , probar la desigualdad:
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\/l+x<1+§; x>0

Solucion.

Si tomamos como f(X) = Jx y escribiendo el Teorema como:

f(a+h)— f(a)=hf'(a+6h) 0<6<1 cona=1 h=x,setendra:
1 1 . 1 1
\/1+X—\/1=X-—<:>\/1+X=1+— Six>0=> >
241+ 0% 241+ 6x N1+60x  A1+X
X X . X
<A1+ x>1+ S1+x>1+x+—=0 bién:1+=>1+x
241+ X 2 2

4.-Probar la desigualdad: % <L,I+x)<x
+ X

Solucion.

1

Si f(x) =L,x, continuay diferenciable en R.- f'(x) = b=1+x a=1
X

5.- Un automdvil ,pasa un control a 90km/h ,12 km. méas adelanta 2 horas mas tarde , pasa
otro control a la velocidad 100km/h.,use el teorema del valor medio para demostrar que en
algun momento su velocidad fue de 6km/h.

Solucion.

La velocidad media esta dada por v,, = 5(2; — 3(0) = 122_ 0 = 6km./h,como la funcion s(t),

es continua y derivable en (0,2) existe t donde s'(t) =6

2.12.- Méaximos y Minimos.
Definicion:

Sea f(x) un funcion definida en un intervalo I en R, x,;x, un puntos en I..Se dice que la
funcion alcanza un valor maximo en x,, si y solo si:

vxel = f(x) 2= f(X)

Y se dice que ella alcanza su valor minimo en x,, si y solo si:

vxel= f(x)<f(x)]
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Si tal situacion se cumple en todo el dominio de la funcion se habla de un punto extremo
absoluto de lo contrario se trata de un punto extremo local.

Observacion.

1.- Segln la interpretacion geométrica de la derivada, en un punto extremo, la recta tangente
seré horizontal.

2.- También pueden darse puntos extremos donde no exista derivada a todos se les llama
puntos criticos.

3.- Donde la tangente es horizontal no necesariamente se da un punto de maximo o de
minimo.

Teorema.

Para un funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] , entonces f(x) alcanza al menos una
vez un valor maximo y un valor minimo alli

Demostracion.

Argumentando en forma intuitiva y con ayuda de un gréfico se ve evidente pues la
continuidad significa un trazado de curva sin interrupciones.

Teorema.(Condicion necesaria)

Para una funcion continua y derivable en un intervalo I con x, € | .Si x, es un punto de
maximo 6 minimo local: Entonces: f'(x,)=0.

Demostracion.

Si x, es un punto de minimo entonces

O+ = T00) | o po g f08+)—T(x)
h - h

<0 si h<0 ycomo existe

. f(x,+h)—f(x .
lim (X ; ( 0),Entonces necesariamente debe ser cero.

h—0

Analogo razonamiento si el punto es de maximo.
Observacion.

1.-La aplicabilidad del teorema es en el sentido que alli donde la derivada no se anule no
puede haber punto de m&ximo ni de minimo, por lo que la busqueda de éstos debe hacerse
entre todos aquellos que hagan cero a la derivada. Ademas por ser condicién solo necesaria,
debemos saber que si la derivada es nula en un punto alli no necesariamente es de méximo o
de minimo, recuérdese el punto en que hay cambio de concavidad, alli se tiene un punto de
inflexion.
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2.- Aplicado lo anterior, la identificacién de maximo o de minimo puede hacerse segun la
naturaleza del caso, como lo muestran los ejemplos.

3.- En estas mismas circunstancias, y en forma intuitiva podemos determinar el siguiente
criterio:

a)Si f'(x) <0 para x<x, y f'(x)>0 para x> X, = X, ES punto de minimo pues la
funcion cambia de decreciente a creciente.

b)Si f'(x) >0 para x<x, y f'(x) >0 parax>x, = X, Es punto de maximo por el
cambio de las monotonias,

Ejemplos.
1.- Analizar la funcion: a) f (x) = x* —4x+5 b) f(x)=x>-3x* +3x+5
9 3 a2
c) f(X)=x+— d) f(x)=2x"-3x"-36x+7
X
Solucion.

a) f'(x)=2x—4=0= x =2, Unico punto critico, como:
f'(x)<0six<2y f'(x)>0si x>2= x=2 esde minimo por el cambio de la

monotonia.(También se deduce viendo que se trata de una parabola con vértice en el punto x
= 2)

b) f'(x)=3x*-6x+3=0<3(x-1)°=0= x=1 punto critico,como la derivada es
siempre positiva no hay cambio en la monotonia, , pero la tangente es horizontal; la segunda
derivada nos confirma que se trata de un punto de inflexion.

c) f'(x)= 1—% =0 = x =43 anula la derivada, el cambio de monotonia va desde
X

decreciente a creciente en ambos puntos luego son de minimo.

d) f'(x) =6x* —6x-36=0< 6(x—3)(x+2)=0= x=3 y x =—2 puntos criticos , los
cambios de signo de la derivada se produce en ellos en x = -2 el cambio es de positivo a
negativo luego punto de maximo mientras que en x = 3 el cambio es de negativo a positivo
por lo tanto es punto de minimo local como lo vemos en una figura.

2.- Problemas aplicados:
1) Se desea cerrar un corral rectangular con capacidad de 200 metros cuadrados contando
para ello con una muralla como para que se pueda cerrar solo 3 lados,¢Cual es la cantidad

minima de malla para alcanzar el cercado?.

Solucion.
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Segun el gréfico ,la longitud serd :L = 2x+ y ,pero lleva la condicion : xy = 200, al
incorporarla la funcion para el estudio queda:

L(x) = 2x+@
X
, 200 - . ..
L'(X)=2-—=0=x=10..y =20, y laminima cantidad de malla sera: 40
X

mts.(¢Porqué es minima y no maxima?, pues porque seria maxima si uno de los lados fuera
infinitamente pequefio para que asi el otro deberia ser muy grande para alcanzar el area
requerida)

2) Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area que pueda inscribirse en un circulo de
radio R.

Solucion.

A=2x-2y ylacondicion: x> + y* = R* ,La funcion debera ser:

»
»

I

2
N~ AX) =AxyYR?P-x? = A'(X) = 4JR? - 2-%:0.-.
R —x

R+/2 , , . .
Luego X = — Jla razon para sostener que este valor entrega un area maxima ,esta en que

seria minima cuando uno de los lados fuera infinitamente pequefio.

3) Se dispone de 100mts. de alambre para que dividido en dos partes formar un circulo y un
cuadrado,¢,como debe cortarse para que la suma de las areas sea maxima?

Solucién

Sean x el lado del cuadrado y r el radio del circulo,.luego se estudiara la funcién suma

A= x?+ar?, con la condicion que 4x + 2ar =100 ,donde r = 1002_ 4x ,asi la funcion para
T
el estudio queda: A(x) = x* + 4i(1oo —4x) = A'(X) = 2x + zi (100 — 4x)(—4) =0
T T
2x = 2(100-ax) = x(2+ 5y =290 . 2100 | _4p0_7*3 |
T V4 T T+4 27(7 +4)

Teorema.(Criterio de la 22 derivada).

Sea f(x) funcion con derivada en una vecindad de x = X, Si.
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a) f'(x)=0 vy f" (%) >0=x, punto de m'nimo
b) f'(x)=0 vy f" (%) <0=x, punto de maximo.

Demostracion.

f (%) > 0= f'(x) creciente en torno del punto, luego

X <Xy = F'(x) < (%) =0.. f(x) decreciente. en (x, X)
St X> Xy = F'(x)> f'(xy) =0.. f(X) creciente en (X,,X) = X, punto de minimolocal
De modo anélogo se prueba la otra parte.

Ejemplos.
1.- Encontrar maximos y minimos de la funcion.

f(x)=x3+3x* -3x+4.
Solucién.

f/(X)=0=3x?+6x-3=0=> x=—-1++/2
a) Puntos criticos: f"'(x) =6x+6.. f"(-1+ \/5) > 0, puntodeminimo
f(-1- \/5) < 0, punto de maximo.

2.- Determinar los puntos extremos de la funcion: f (x) = 2X %
X+
Solucion:
2
() =% —0=x=t1
1+ x°)
2 p—
f"(x) = % f"(2) <0 ,punto de méximoy f "(-1) >0 ,punto de minimo.
+ X

Agregamos el siguiente razonamiento

El signo de la segunda derivada depende del numerador; x >0 A x > V3= x=43 hay
concavidad hacia arriba al igual que si /3 <x<0 ;X <0AX<—/3 = x<—/3, hay
concavidad hacia abajo al igual que si x € (0,\/§) :

3.- Hallar maximo y minimo de la funcion : f (x) = Senx+ Cos x .

Solucién:
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f'(x)=Cosx—-Senx=0=x=x/4y x=5x/4

f"(x) =-Senx—Cosx, f"(x/4)=-J2<0= punto de maximo
f "(514) =~/2 > 0= punto de minimo

4.- Hallar punto de inflexion de: f (x) = 28.—X2 a,b>0
X“+Db
Solucién:
ab? —ax? 2ax® — 6ab®x
f'(X)=—————= f"(x =—=0:>x=ibJ§ X = 0,son los puntos de
( ) (X2 +b2)2 ( ) (X2 + b2)3 y p

inflexion. Ademaés se puede agregar que los puntos criticos salidos de ab? —ax® = 0son
X =1b

Por lo que f"(b) <0 es punto de maximoy f "(-b) >0 da punto de minimo,luego alli hay
concavidad hacia arriba,y en torno de x= b hay concavidad hacia abajo.

5.- Expresar el numero 18 como la suma de dos positivos de modo que del primero por el
cuadrado del segundo sea maximo.

Solucion.

Sean x e y los nlimeros con x +y =18.la funcién por analizar sera: f (x) = x-y?

Peroy = 18 - x, luego la funcién

es: f(x) = x-(18—-x)* = f'(x) = (18— x)(18—3x) =0 = x = 6 el otro valor se descarta, de
modo que el producto da 72,;maximo?.Si x<6 la funcion es creciente en 6 cambia a
decreciente .

6.- Hallar el rectangulo de mayor area cuya base esta en el eje ox y los vértices superiores
estan en la parabola y = 27 — x*.

Solucioén:

Si x es la abscisa de un vértice la ordenada deber4 ser: 27 — x? ,por estar en la parabola y por

la simetra de la figura el area debe ser
4

L AX) =2%(27 — X2) = A'(x)=54—x7=0:>x4 ~108 x~3.2 y~16.76 y A~108 -

7.-Al mediodia un barco A esta a 50 millas al norte de otro B.A avanza al sur a 16m/horay B
lo hace al oeste a 12m/hora, ¢A qué hora estan a la distancia minima y cual es esa distancia?

Solucion.

En un sistema de ejes rectangulares B se ubica en el origen mientras que A se ubica el el eje
vertical y su posicion en el tiempo t sera (50-16t) ,mientras que B se aleja del origen a una
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distancia de 12t. La distancia o su cuadrado por el teorema de Pitdgoras nos entrega la
funcion: d? = (50 —16t)% +144t? = f(t) = f (t) =800t —1600 = 0 = t = 2hrs.y la distancia
al hacer el reemplazo da 30 millas.

2.13.-.Regla de L Hospital.

Esta aplicacion de la derivada esta destinada a resolver problemas de limites, de funciones
cuando estas presentan las dificultades llamadas indeterminaciones.

8

A) Indeterminacion 9(’)—.-
0 o

Teorema.

Dadas las funciones f(x) y g(x) definidas y continua en | = [a —h,a+ h] , derivable en
(a-h ,a+h)

a) lim1 ) |
xaag(x)

b) f(xX) >0y g(x) >0 si x—»>aohién f(a)=0,g(a)=0
6 bien f(x) >0 y g(X) > si x—>a

Entonces:
Iimw =1,
X—a g(x)
Demostracion.
lim f(x)- f(a)
'@ _xoa  x-a _p;f0-f@ . f(
o2 g'a) i, 900-9(@) xsag(x)-g(@) xag(x)
X—a X—a
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Teorema.

Si f(x)yg(x) funciones continuas y derivables vx > K con:
a) lim f(x)=1limg(x)=00
X—00 X—00
f(x) _

b) lim (%) =1.Entonces: lim —==1
x> g'(X) x> g(X)

Demostracion:

. . 1 . ., .
Haciendo el cambio de x por ¢ podemos repetir las argumentacion anterior.

Observacion:

Esta es una demostracion un tanto débil, que no cubre todas las situaciones sino que se da a
modo de ejemplo.

Ejemplos.

1.- Calcular los limites en un punto finito 6 infinito

Senx L,x Senx

a) lim——  b)lim c) lim———— d) lim(x - z)Cotg x

) x=0 X )x»oo 3 X ) x=01 — CosX ) xan( ) g

Solucion.
. Senx . Cosx . L.x . .

a) lim =9=I|m =1 b) lim—" =£=I|mLX/=I|mi/=O
x-0 ¥ 0 x»0 1 X0 g/} o -0l [/3x2® xow x3
. Senx . Cosx Lo e _ .

c) lim =lim , el limite es infinito, mas bien, no existe.

x—»01-Cosx x>0 Senx

. (x=m)Cosx 0 . Cosx+zSenx
im——=—=lm—=

d
) X7 Sen x 0 xor Cos x

1

B) Indeterminacion ((co—); 1* ; 0”; 0° o 0-)

En estos casos las situaciones se llevan a la forma anterior, lo que se verd mediante los
ejemplos.
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Ejemplos.
1.- Resolver:

1 1
a) lim (Secx—Tgx) b) lim(L+ x)* c) |im(1+1)x d) lim x*
X—=>r X—>0 X X—>00

x—0
e) limxL, x.
x—0

Solucion.

a) Iin)z(Secx —tgx) = lim

X—l2

1-Senx 0 . —Cosx
- | = lim =0

Cos X 0 x-r/2-Senx

L,f

. R lim (x)
b) Como f(x) =e"'™ = lim f (x) = lime™'® =e==""""luego como
X—a X—a

. L (@+x . .
imL @ = fime@) 0 i by e e fimas Y — e
X—0 x—>0 X 0 x201+4+X x—>0
c) Al igual que en b) calculamos limite de :et" )

—l/x2
1 Ln(1+1) 0 (1+£) 1

lim xL (1+2)= lim ——X === lim X_— lim =1

X —> o0 X' x—>w X 0 x—o0-1/x? X—>°°(1+1)
X

Iim(1+1)X =e

X—>o0 X

1

.1 © oy 0 .t
d) im=Lx=—=Ilim==0 como e" =1=limx* =1

><~>00X o0 x~>001 X—00

1

. . Lx o .y
e) limxL x=lim——=—=Ilim——=0.

x—0 x>01/Xx oo o0 1

X
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2.14.- Guia de Ejercicios

1.- Demuestre que la razon de cambio del area de un cuadrado con respecto a la longitud de
su lado es la mitad de su perimetro y que la razon de cambio del volumen de un cubo
respecto a la longitud de su arista es la mitad de su area superficial.

2.- Un estanque contiene 5000 litros de agua , la cual se escurre por el fondo en 40 minutos,
entonces la ley de Torricelli da el volumen V de agua que queda en el estanque después de t
minutos como:

V =5000(—-—)?  0<t<40.
40

Encuentre la razén de escurrimiento luego de a) 5min  b)20 min.

3.- La arena al vaciarse arazon de 10pié/seg. forma un cono cuya altura es el doble del
radio basal.;a qué razon aumenta el radio de la base cuando su altura es de 5 pié?.

4.-¢En qué razon aumenta el area de un triangulo equilatero si su base mide 10 cm. Y
aumenta a 5cm/seg.?

5.- Dos carreteras rectas se cruzan perpendicularmente.Un auto pasa a las 10 a.m..por el
cruce hacia el este a 30 km./h .A las 11 pasa por la interseccién otro con rumbo al norte a
40km/h. ;A que razon cambia la distancia entre ellos a las 13 hrs.

2
. . o L, X“+x+1
6.-.Determine los intervalos de crecimiento de la funcion: f (x) = 1
X_

7.- Sefale las concavidades de la funcion, anterior y determine los punto de maximo y el de
minimo..Pruebe que tiene una asintota oblicua.

8.- Determine las concavidades de las curvas:
a)f(x)=x+g b) f (x) = x8/% — 20x?/3 Of(x)=x3+2x  d)f(x)=x(x—4)3
X

L 2+x-%x> . . . . ]
9.- La funcién:y = D tiene asintotas vertical y horizontal,jdeterminelas!.

10.-.Grafique la funcion f(x) = x® —27x, sefialando puntos de méximo y de minimo
estudiando los cambios de concavidades.

2

11.- Pruebe que la funcion f(x) = 1 X
+

— en [-11] satisface el teorema de Rolle,
X

encontrando los puntos .
12.- Pruebe que la funcion f(x) =3x*+6x—5,en [— 2,1], cumple el teorema del valor
medio ,sefialando los puntos.
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13.- Pruebe que la ecuacion x° —2x+ 3 = 0, tiene una raiz en [0,1]

14. Determine dos numeros cuya diferencia es 20 y su producto es minimo.

15.-Una caja rectangular cerrada de 576 cm?® de volumen, se construira de modo que el fondo

sea un rectangulo con longitud el doble del ancho, determinar las dimensiones que
minimicen el rea total de la superficie.

16.-.Un tanque cilindrico de 1000 cm® con fondo plano y tapa semi esférica; encontrar las
dimensiones que hagan minimo el gasto de material

17.- Calcular los limites:

alim =Ly & XL gy g 1HCOSZX gy B L
x->1 1+ CoSzx x>0 X Hgl—SenZX X 0Senx

3

Senx 712 x ) x——l—Senx
e) Iim[—j f) lim(1+2x)"* g)lim(1+— J hy lim—3"
n

x—0 X x—0 n—o0ol Xx—0 X5

2 2 1
oo XS —=Sentx - -
i) lim———— j)llm(1+x+x2)x
x—0 X x—0
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