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2.1.-La Derivada  de funciones en R 
 
 
Definición:  
 
Se llama la derivada en el punto   0x , de la función real de variable real )(xf ,   al límite; Si 
existe: 

 

h
xfhxf

h

)()(lim 00

0

−+
→

 

y se denota )(' 0xf . 
 
 
Definición:  
 
Se llama la función derivada de )(xf  a aquella que asocia a cada )( 0xVx∈ , vecindad de 

0x ,el número '( )f x  como imagen y se le llama también la derivada de )(xf . 
 
Observación:  
 
Una función con derivada en 0x se dice también diferenciable en 0x  y se dirá que es 
diferenciable en )( 0xV  si existe )(),(' 0xVxxf ∈∀ . 
 
 
Ejemplos:  
 
1.- Calcular la derivada de kxf =)(  (función constante).en 0.x  
 
 
Solución: 
 

0lim)()(lim
0

00

0
=

−
=

−+
→→ h

kk
h

xfhxf
hh

. 0x∀  

 
Luego la derivada de la función constante es la función nula.                                                                           
 
 
2.- Calcular la función  )(' xf  si: 
 

a) xxf =)(  b) 2)( xxf =  c)  xxf =)(   d) 
x

xf 1)( =       e) 2
1)(
x

xf = . 

 
 
 
 
 
Solución: 
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a) 11lim)(lim
00
==

−+
→→ hh h

xhx         b) xhx
h

hhx
h

xhx
hhh

22lim2lim)(lim
0

2

0

22

0
=+=

+
=

−+
→→→

 

 

c)  xxhxh
h

xhxh
xhxxhx

h
xhx

hhh 2
1

)(
lim

)(
))((limlim

000
=

++
=

++
++−+

=
−+

→→→  

 

d) 2
200

11

0

1
)(

1lim
)(

)(limlim −

→→

+

→
−=−=

+
−

=
+
+−

=
−

x
xxhxxhxh

hxx
h hh

xhx

h
 

 
e) 

3
422

2

0

22

22

0220

22

0

22
)(

2lim

)(
)(lim1

)(
11lim)(lim

−

→

→→

−−

→

−=
−

=
+

−−
=

+
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

−+

x
x

x
xhxh

hhx

xhxh
hxx

xhxhh
xhx

h

hhh
 

 
 

Observación:  

 

Nótese que si 2,,2,1,0,)( 2
1 −== ααxxf , en todos los casos 1)(' −= ααxxf . ¿Será una regla 

general para todo IR∈α ? Por el momento admitiremos que es así. En particular veamos si 

IN∈α . 

 

 
3.- Encontrar )(' xf  si INnxxf n ∈∀= ;)( . 
 
Solución:  
 
Recurriendo al desarrollo del binomio de newton: 

 
1221

00 121
1lim)(lim −−−

→→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−+ nnnn

h

nn

h
x

n
h

n
n

hx
n

hx
n

hh
xhx " ,al dividir por h solo  

el primer elemento que da libre de h. Luego 1 1'( )
1

n nn
f x x nx− −⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, INn∈ . Por lo tanto, 

si  
 

23)('3
2)('2

1)('1

xxfn
xxfn

xfn

=⇒=

=⇒=
=⇒=
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4.- Calcular la derivada en 0x  de )()( xsenxf = . 

 
Solución: 

Hagamos xhx =+0 , por lo tanto 00 xxh →⇔→ .y aplicando 1lim
0

=
→ x

Senx
x

 

 

)cos(

2

2
cos

2lim)()(lim)()(lim 0
0

00

0

0

0

0

000

xxx

xxxxsen

xx
xsenxsen

xx
xfxf

xxxxxx
=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−
−

=
−
−

→→→
. 

De igual forma se llega a que para ( ) ( )f x Cosx f x Senx′= ⇒ = −  

 

 

 
5.- Usando la  definición probar que: 
                     
                     Si =′⇒= )()( 2 xfxSenxf SenxCosx2 . 
 

Solución: 

( ) ( )

( )

1lim).cos()(2

2
2cos2))()((lim

cos2
))()((lim

))()())(()((lim)()(lim

0

2

2

0

22
2

0

0

22

0

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++=

++=

−+++
=

−+

→

→

+

→

→→

h
SenhPuesxxsen

senhxxsenhxsen

h
sen

xsenhxsen

h
xsenhxsenxsenhxsen

h
xsenhxsen

h

h

h

h

hhx

h

hh

 

 
 
 

6.- Si xexf =)( , encontrar ).(' xf  

Solución: 

.)()1(limlim
00

xx
hx

h

xxh

h
eeLne

h
ee

h
ee

==
−

=
−

→

+

→
 

La derivada de la función xexf =)(  es la misma función. 
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Observación:  

Hemos usado el límite conocido: ).(1lim
0

aLn
x

a x

x
=

−
→

 

 

 

7.- Si )()( xLnxf =  calcular ).(' xf  

 

Solución: 

x
eLn

x
hLn

x
hLn

x
hxLn

hh
xLnhxLn x

x
h
x

h

h

hhh

11lim1lim1lim)()(lim
1

1

0

1

000
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−+

→→→→

. 

Hemos usado el límite clásico: ( ) .1lim
1

0
eh h

h
=+

→
 

Observación:  

 

 Como se ha encontrado la función derivada entonces podemos encontrar la derivada en un 

punto específico y ello se consigue evaluando la función obtenida en el punto pedido y esto 

es válido para cualquier función que admita función derivada. 

 
Definición:  
 
Para )( xf  en [a,b] se llama derivada lateral derecha de )( xf  en a y se denota )(' +af  al 

h
afhaf

h

)()(lim
0

−+
+→

, 

Entendiéndose que +→ 0h por valores mayores que 0. 

 

Se llama derivada lateral izquierda de )( xf  en b y se denota )(' −bf  al 

h
bfhbf

h

)()(lim
0

−+
−→

. 

Aquí se entenderá que 0→h  por valores negativos, o sea 0<h . 

Una función )( xf  tiene derivada )(' 0xf  si y sólo si )(')(' 00
−+ = xfxf . 

 

 

 



 7

Ejemplo:  

 

Sea ||)( xxf = , estudiemos )0('f . 

 

Solución 

1|0||0|lim
0

=
−+

+→ h
h

h
;    1|0||0|lim

0
−=

−+
−→ h

h
h

 

luego ||)( xxf =  no tiene derivada en .00 =x  

 

Teorema: 

 

 Si f(x) es diferenciable en 0x , entonces es continua allí. 

 

Demostración: Si  

 

)
)()(

()()(
)()(

lim)(' 00
00

00

00 h
xfhxf

hxfhxfComo
h

xfhxf
xf

h

−+
=−+⇒

−+
=∃

→
, luego,  

0)()(lim 000
=−+

→
xfhxf

h
 ó )()(lim 000

xfhxf
h

=+
→

, o sea  la función es continua en el 

punto. Se advierte que la implicación es en un solo sentido o sea que siendo continua en un 

punto puede no ser diferenciable allí.  

 

Observación:  

 

1.- Diremos que f(x) es diferenciable en [a,b] si lo es en cada punto de (a,b) y existen 

)(' +af  y )(' −bf . 

 

2.- El recíproco del teorema no es válido, el ejemplo lo da ( )f x x= , en el punto cero. 
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2.1.1.- INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA 

Rectas tangente y normal. 
 

Sea )(xfy =  una función definida en (a,b), cuyo gráfico es la curva de la figura. 

 
Sean ))(,(: 00 xfxP  y ))(,(: 00 hxfhxQ ++  puntos en la curva; la recta secante PQ  tiene 

pendiente 

0 0( ) ( )
( ) .

f x h f x ftg
h h

α
+ − Δ

= =  

Ahora si 0→h , o sea, PQ → , la recta secante tiende a confundirse en la  recta tangente a 

la curva en P; cuya pendiente es )(αtg , o sea  

)('
)()(

lim)( 0
00

0
xf

h
xfhxf

tg
h

=
−+

=
→

α , 

luego, geométricamente la derivada de una función en un punto 0x  representa el valor 

numérico de la pendiente de la recta tangente a la curva representada por  la función en el 

punto. 

 

Por consiguiente, la ecuación de la recta tangente será 

))((' 000 xxxfyy −=− . 

 

La recta perpendicular a la recta tangente en el mismo punto de tangencia se llama recta 

normal a la curva en el punto y si su pendiente es )(βtg  se tendrá 
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1)()( −=⋅ βα tgtg   ó  
)(

1)(
α

β
tg

tg −= , 

por lo que la ecuación de la recta normal a la curva en  P 0  será 

 

)(
)('

1
0

0
0 xx

xf
yy −−=− . 

Ejemplo:  

 

Hallar el punto en la curva 1882 +−= xxy  en que la tangente es horizontal. 

Solución:  

 

Tangente horizontal equivale a pendiente nula, o sea, 4082)( =⇒=−=′ xxxy  

; 2=y ,como se trata de una parábola  el punto P(4,2)  es el vértice.( Vea la imagen) 

 

Ejemplo:  

 

Encontrar la ecuación de la recta tangente al gráfico de la función 1y x
x

= +  en el punto 

10 =x  y 20 =x . 

 

Solución:  

 

)2,1(1 =P  Pues 2)1( =y ;  )5,2;2(2 =P ,  

0)(0)1('11)(' 2 =⇒=⇒−= αtgy
x

xy   ó   .0=α  

Por lo tanto 2)1(0)1)(1('2 =⇒−=−=− yxxyy  recta tangente horizontal. 

Por otra parte )2(
4
35,2

4
3)2(' −=−⇒= xyy  o bién  0434 =−− xy  

que es la ecuación de la tangente. 
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Ejemplo:  

 

Hallar la ecuación de la recta tangente al gráfico de 63 2 += xy  en 10 =x . 

 

Solución:  

 

Si 91 00 =⇒= yx ;  6)1(',6)(' 00 == yxxy , luego la recta ))((' 000 xxxyyy −=−  es de 

ecuación )1(69 −=− xy  ó  .036 =−− xy  

 

Ejemplo: 

  

Determinar los puntos en que las tangentes a la curva 95132 23 +++= xxxy  pasan por el 

origen de coordenadas. 

 

Solución:  

 

Sea: 5266' 2 ++= xxy ; Como  mxy = , es la  ecuación de la recta tangente por el origen; 

como m es la pendiente, entonces 5266 0
2

0 ++= xxm , por lo tanto xxxy )5266( 0
2
0 ++= ; 

rectas tangentes. 

Se trata ahora de encontrar tales puntos 0x . Para ello consideremos en las rectas tangentes el 

punto de tangencia, o sea, hacemos 0xx = , luego  

0
2
0

3
000

2
00 5266)5266()( xxxxxxxy ++=++=  

este punto debe coincidir con aquel de la curva cuando 0xx = , también 

09134951325266 2
0

3
00

2
0

3
00

2
0

3
0 =−+⇒+++=++ xxxxxxxx ; 

10 −=x , es una raíz encontrada por inspección, por lo tanto 

)1)(994(9134 00
2
0

2
0

3
0 +−+=−+ xxxxx , 

luego, 0)1)(994( 00
2
0 =+−+ xxx , resolviendo el paréntesis se tiene que  

( ) 0)1()3( 04
3

00 =+−+ xxx . 

Por lo tanto hay tres puntos 30 −=x ; 4
3

0 =x   y  10 −=x , una de esas tangentes es en 

)57,3(0 −P ;  19−=m  por lo tanto xy 19−= . 
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Ejemplo:  

Hallar la ecuación de la recta tangente a 53 += xy  en: a) 0=x ,  b) 3=x ,  c) el punto 0x , 

en que sea paralela a 1712 −= xy . 

 

Solución: 

 

a) 23)(' xxy = ;  0)0(' =y , luego la recta es horizontal. Si 50 =⇒= yx  es la tangente 

horizontal. 

b) 27)3(' =y ;  32)3( =y  por lo tanto )3(2732 −=− xy . 

c) Ambos pendientes deben ser iguales, por lo tanto 2312 0
2
0 ±=⇒= xx , luego son los 

puntos (2,13); (-2,-3). 

 
 

Ejemplo:  

 

En la curva 151232)( 23 +−−= xxxxf  encontrar los puntos en ella en que la recta tangente 

sea horizontal. 

 

Solución: 

¡Condición 0)(' =xf ! 

0)1)(2(
02

01266)(
2

2'

=+−
=−−

=−−=

xx
xx

xxxf
 

por lo tanto 12 −=∧= xx ;  5)2( −=f  y 22)1( =−f , por lo tanto )5,2(1 −P  y 

)22,1(2 −P .son los puntos buscados 
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Ejemplo:  

 

Pruebe que la curva xxy 25 +=  no tiene tangentes horizontales, ¿cuál es la pendiente 

mínima entre todas ellas? 

 

Solución: 

⇒⇐−=⇒=+=
5
2025)(' 44 xxxy , luego no hay solución real y 

como xxy ∀≥ 2)(' .Entonces 2)(' =xy  sería el  valor mínimo  

 

 

Ejemplo:  

 

Hallar las ecuaciones de la recta normal a la curva 53 += xy  en el punto en que sea paralela 

a la recta .1712 −= xy  

 

Solución:  

 

La pendiente de la recta es 12=m , luego la normal deberá ser  

)(
)('

1
0

0
0 xx

xy
yy −−=− , 

por lo tanto, 

,
36
112

3
1

)('
1 2

02
00

−=⇒=−=− x
xxy

 

por lo tanto IRx ∉0 , luego no hay tal punto. 

Ejemplo. 

Verificar que la recta tangente a cada una de las cónicas se obtiene por desdoblamiento. 

 

Solución: 

Sea  la circunferencia: 2 2 2x y r+ =  y el punto 0 0( , )x y  en ella, como 

2 2 0
0 2 2

0

( )
x

y r x y x
r x

′= ± − = −
± −

, así tangente será 
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0
0 02 2

0

( )
x

y y x x
r x

− = − ⇒
−

∓  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )y y r x x x x o y y y x x x− − = − − = −

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( )y y y x x x yy xx x y r∴ − = − − ⇒ + = + = ,                                                  

en definitiva la recta tangente  queda:   
2

0 0yy xx r+ = ,  

Lo que significa un desdoblamiento de la ecuación original para lograrla. 

Si la ecuación fuera 2 2 2( ) ( )x h y k r− + − =  con un cambio de variable 

queda: 2 2 2X Y r+ = el desdoblamiento nos da la recta tangente : 2
0 0XX YY r+ = ,regresando 

a las variables originales: 

                                 2
0 0( )( ) ( )( )x h x h y k y k r− − + − − = ,                                                      

es el desdoblamiento buscado.  

 

Esto lo podemos extender a las elipses e hipérbolas: 

                                   2 2 2 2 2 2( ) ( )b x h a y k a b− ± − =  

En que las tangentes a un punto 0 0( , )x y  de ellas el desdoblamiento nos da las rectas 

tangentes: 
2 2 2 2

0 0( )( ) ( )( )b x h x h a y k y k a b− − ± − − = . 

Para el caso de la parábola: 2
0 04 ( ) 8y px y x px′= ⇒ =  luego la tangente es de ecuación: 

2
0

0 0 0 0 0 00
( ) 8 ( ) 4 4 4

2
y y

y y px x x pxx px pxx y
−

− = − ⇒ = − = −  

Desarrollando esto se tiene: 

                                     0
04

2
y y

pxx
+

= ,  

Siendo esto la forma desdoblada de la ecuación. Para la forma desplazada de la parábola el 

recurso ya está dado. 

 

 

Otra interpretación de la derivada es en física, donde si )(tf  es la función posición de una 

partícula en el tiempo t; la razón de cambio instantánea del espacio recorrido y el tiempo en 

que ello ocurre, define la velocidad de ésta, 
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h
tfhtftftV

h

)()(lim)(')(
0

−+
==

→
. 

De igual modo la aceleración  es la razón de cambio instantánea de la velocidad respecto del 

tiempo  

h
tvhtvtVta

h

)()(lim)(')(
0

−+
==

→
. 

 

 

Ejemplo:  

 

Un móvil se desplaza según la ley 225)( tttS −+= . Hallar la velocidad y aceleración en 

2=t . 

Solución:    

 

ttvtS 41)()(' −== ;  7)2( −=v  y  4)()(' −== tatv ; 4)2( −=a . 

 

También pueden mencionarse otras significaciones de la derivada de una función en el 

campo de la ingeniería, de la economía, la medicina etc. 

 

 

 

2.2.- ÁLGEBRA DE DERIVADAS 
 

Teorema: 

  

Sean f(x) y  g(x) funciones definidas en (a,b) y diferenciables en ),(0 bax ∈ ; entonces son 

diferenciables allí las funciones 

1. ),)(( xgf ±  

2. );)(( xgf ⋅  

3. )0)((),( 0 ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xgx

g
f   

y además,  

a) )(')(')()'( 000 xgxfxgf ±=±  
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b) )(')()()(')()'( 00000 xgxfxgxfxgf +=⋅  

c) 
)(

)(')()()('
)(

0
2

0000
0

'

xg
xgxfxgxf

x
g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 . 

 

Demostración: 

 

a).- Sea ⇒±= ))(()( xgfxh  

.
)()()()(

))(())(()()(

0000

0000

k
xgkxg

k
xfkxf
k

xgfkxgf
k

xhkxh

−+
±

−+
=

±−+±
=

−+

 

   Si )(')(')()'()('0 0000 xgxfxgfxhk ±=±=⇒→ . 

 

b).- Sea ⇒= ))(()( xfgxh  

.
)()(

)(
)()(

)(

)()()()()()()()(

)()()()(

))(())(()()(

00
0

00
0

00000000

0000

0000

k
xfkxf

xg
k

xgkxg
kxf

k
xgxfxgkxfxgkxfkxgkxf

k
xgxfkxgkxf

k
xfgkxfg

k
xhkxh

−+
+

−+
+=

−+−++++
=

−++
=

−+
=

−+

 

Si ).()(')(')()()'()('0 000000 xgxfxgxfxfgxhk +==⇒→  

 

De aquí se deduce que 0 0( ( )) ' '( ),f x f xλ λ=  siendo λ una constante. 
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c).- Sea 

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= )()( x

g
fxh

[ ] [ ]

[ ] [ ]
.

)()(
)()(

)()(
)()()()()()(1

)()(
)()()()(1

)(
)(

)(
)(1

)()()()(

00

)()(
0

)()(
0

00

000000

00

0000

0

0

0

0

0000

0000

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+−−+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+−+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

=

−+
=

−+

−+−+

xgkxg
xfxg

xgkxg
xgkxgxfxfkxfxg

k

xgkxg
kxgxfkxfxg

k

xg
xf

kxg
kxf

k

k
xkx

k
xhkxh

k
xgkxg

k
xfkxf

g
f

g
f

 

 

Si 
)(

)(')()()('
)()('0

0
2

0000
0

'

0 xg
xgxfxgxf

x
g
fxhk

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒→ . 

De aquí se deduce como caso particular que .
)(
)('

)(1

0
2

0
0

'

xg
xg

x
g

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

Con este teorema y el hecho que 1)'( −= nn nxx  se deduce que: 

a) Si .32)(')( 12
321

2
210

−++++=⇒++++= n
n

n
n xnaxaxaaxpxaxaxaaxp ""  

b) Si 
)(
)()(

xq
xpxr =  función racional ⇒  

.
)(

)(')()()(')(' 2 xq
xqxpxqxpxr −

=  

 

Ejemplo:  

 

Calcular )(' xf  aplicando álgebra de derivadas: a) )()( xtgxf = ,  b) )sec()( xxf =  y  c) 

)(cos)( xecxf = . 

Solución: 

a) 
2 2

2
2

( ) cos ( ) ( )( ) '( ) sec ( ).
cos( ) cos ( )
sen x x sen xf x f x x

x x
+

= ⇒ = =  
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b) ).sec()(
)(cos
)(0)('

)cos(
1)( 2 xxtg

x
xsenxf

x
xf =

+
=⇒=  

c) ).(cos)(
)(
)cos(0)('

)(
1)( 2 xecxctg

xsen
xxf

xsen
xf −=

−
=⇒=  

 

Ejemplo:  

Aplicando álgebra de derivadas hallar )(' xf  si:  a) 
x
xxf

−
+

=
1
1)( ,  b) )()( xtgexf x=   y  c) 

)cos(3)( 3 xxxf −= . 

Solución: 

a) .
)1(

2
)1(

)1)(1()1()(' 22 xx
xxxf

−
=

−
−+−−

=  

b) ).(sec))'(()()'()(' 2 xextgextgexf xxx =+=  

c) ( ) ).(3
3

1))((3
3
1))'(cos(3)('

3
2

3
2

3
1 '

xsen
x

xsenxxxxf +−−−=−= −  

 

Ejemplo: 

Calcular )(' xf  para: a) )()ln()( xsenxxf =   y  b) .
1

1)(
1
x

xf
+

=  

Solución:  

Manejando las funciones 

a) .1)()ln()cos()(')ln()()(
x

xsenxxxfxxsenxf +=⇒=  

b) .
)1(

1
)1(

)1()('
1

)( 22 +
=

+
−+

=⇒
+

=
xx

xxxf
x

xxf  

 

Observación: 

 

Con lo aquí logrado se puede construir una importante y necesaria tabla de derivadas para el 

uso posterior. 
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2.3.- REGLA DE LA CADENA. 
 

Se busca calcular la derivada de una función compuesta es decir de una función cuya variable 

es otra función de una variable, por lo que se le denomina “función de función” lo que se 

describe mediante el siguiente diagrama: 

: : Re
( ) ( ) ( ( )) ( )( )

f I R R g c f R
x y f x g y g f x g f x

⊂ → →
→ = → = = D

 

Como se puede observar no es lo mismo g fD  que f gD , es decir la composición no es 

conmutativa como ya se señaló en una oportunidad anterior 

 

Teorema: (Regla de la cadena) 

 

Sean  f  y  g funciones reales tales que fcgDom Re⊂  y que además f es diferenciable en 

),(0 bax ∈  y g es diferenciable en )).(),(()( 00 bfafxfy ∈= Entonces  

).(')(')()'(),('))((')()'( 000 xfygxfgxfxfgxfg ⋅=⇔⋅= DD  

 

Demostración:  

 

Se tiene la siguiente situación 

 

 
Sea entonces ))(()( xfgxF = ; )( 00 xfy = ; kyhxf +=+ 00 )( , 

,)()()()(
))(())(()()(

0000

0000

kxfhxfygkyg
xfghxfgxFhxF

=−+⇒−+=
−+=−+

 

 

.
)()()()(

)()()()(

0000

0000

h
xfhxf

k
ygkyg

h
k

k
ygkyg

h
xFhxF

−+
⋅

−+
=

⋅
−+

=
−+
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Si ),(')(')()'()('0;0 0000 xfygxfgxFkh ==⇒→→ D  luego 

).('))((')))'((( xfxfgxfg =  

 

Observación:  

  

Como 0( ) '( ) '( )· '( )g f x g f f x=D , o sea, se deriva la función g respecto a la variable  f  que 

es una función y ésta respecto a la variable x, de ahí el nombre de la Regla de la Cadena. 

 

Por extensión se deduce que ( ) '( ) '( )· '( )· '( )g f h x g f f h h x=D D . 

 

Ejemplo: 

 Calcular )(' xf  con Regla de la Cadena  si: 

a) 5))(()( xsenxf =  b) 2
1

2 ))(3()( xxxsenxf −=  

c) 
33)( xexf =  d) )ln()( xxf =  

e) xaxf =)(  f) xxxf =)(  

g) 
1

)(
3

+
=

x
xxf  h) ))(cos()( xgxf =  

i) ))(ln(sec)( 2 xxf =  j) ( )23)( xetgxf =  

k) xxxf +=)(  l) IRxgxf ∈= αα ;))(()(  

m) 5))()( xsenxf =  n) ))(()( xsengxf =  

 

Solución: 

a) 5))(()( xsenxf =  es una función compuesta, pues 55 ))(()( xsenyyxsenx gf =⎯→⎯=⎯→⎯ , 

luego )('))((')()'( xfxfgxfg =D , pero como 5)( yyg = , 45)(' yyg =  y como 
4))((5)('),( xsenygxseny == , ahora ),cos()(' xxf =  

).cos())((5)()'( 4 xxsenxfg =D  

b) 
1

2 21'( ) (3 ( ) ) (3 ( ) 3 cos( ) 2 )
2

f x xsen x x sen x x x x
−

= − + − . 

c) Aquí debemos derivar la función uey = , 
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23 9)(')(')('
3

xexuuyxy x== . 

d) 
x

x
x

xf
2
1

2
11)(' 2

1

=⋅=
−

, también si 

                                .
2
11

2
1)(')ln(

2
1)(

xx
xfxxf =⋅=⇒=  

e) Aquí aplicamos primero logaritmo para luego usar  la regla de la cadena;                 

                            )ln())(ln( axxf = , derivando, 

).ln()ln()()(')ln(1)('
)(

1 aaaxfxfaxf
xf

x==⇒=  

 

f) Con el mismo recurso:  

                       )ln())(ln( xxxf = , derivando, 

).1)(ln()1))(ln(()('1)ln()('
)(

1
+=+=⇒+= xxxxfxf

x
xxxf

xf
x  

g) Si ))1ln()ln(3(
2
1))(ln(

1
)(

3

+−=⇒
+

= xxxf
x
xxf , por lo tanto, 

.
)1(2

32
1

)('

)1(
32

2
1

1
13

2
1)('

)(
1

3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

xx
x

x
xxf

xx
x

xx
xf

xf
 

h) Si ))(cos()( xgxf =  la regla de la cadena da ).('))(()(' xgxgsenxf −=  

j) Aquí la regla tiene mas de 2 componentes, 

( ) .6sec)('
22 332 xeexf xx=  

l) )('))(()(' 1 xgxgxf −= αα  . 

m) Aquí )(xg  no se da, por lo tanto ).('))(cos()(' xgxgxf =  

n) )cos())((')(' xxsengxf = . Se ve que no son iguales estos dos últimos ejemplos. 

 

Ejemplo: 

Hallar  
2

3 2
2

1( ) 2.
1

uy x si y donde u x
u

−′ = = +
+

 

Solución: 

La regla de la cadena señala: 
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2 2

2 2 2 2
2 ( 1) 2 ( 1) 4( ) ( )· ( ) ( )

( 1) ( 1)
u u u u uy x y u u x y u

u u
+ − −′ ′ ′ ′= ⇒ = =

+ +
  y  

2 2 / 31( ) ( 2) 2
3

u x x x−′ = + 2 2 2 2 / 3
4 ·2( )

3( 1) ( 2)
u xy x

u x
′⇒ =

+ +
, silo que se busca en representar 

todo en respecto a la variable x bastará reemplazar la función ( )u x  

Ejemplo: 

Un punto se mueve a lo largo de la curva: 3 3 5y x x= − + , donde 3
2
tx = + , (t es tiempo) 

¿Qué velocidad alcanza si t = 4?. 

 

Solución: 

La regla de la cadena y entendiendo que la velocidad es la derivada de la trayectoria respecto 

del tiempo se tendrá: 2 1( ) ( ) ( )· ( ) ( ) (3 3)·
4

v t y t y x x t v t x
t

′ ′ ′= = ⇒ = − .Si t = 4 , x = 4, luego 

1(4) (45)·
8

v = . 

 

 

Ejemplo: 

  

Usando log. y regla de la cadena calcular )(' xf  si: 

a) )()( xsenxxf =  b) 
xxxxf =)(  

c) )()( xxsenxf =  d) )())(()( xhxgxf =  

e) 3

22

)1(
)2()(

−
+

=
x
xxxf . 

 

 

Solución: 

a) 
x

xsenxx
xf
xfxxsenxf )()cos()ln(
)(
)(')ln()())(ln( +=⇒= , por lo tanto,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
xsenxxxxf xsen )()cos()ln()(' )( . 
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b) 
x

xxx
xf
xfxxxf xxx 1)ln()'(
)(
)(')ln())(ln( +=⇒= , pero en ejemplo anterior 

))1(ln()'( += xxx xx , por lo tanto,  

( )1)ln())1(ln()()(' −++= xx xxxxxfxf   ó  ( )1)ln())1(ln()(' −++= xxx xxxxxxf
x

. 

c) )))1(ln()(cos()'()cos()(' +== xxxxxxf xxxx . 

d) )('
)(

1))(ln()('
)(
)('))(ln()())(ln( xg

xg
xgxh

xf
xfxgxhxf +=⇒= . 

e) ( ) ( ))1ln()2ln(2)ln(2
3
1)1ln())2(ln(

3
1))(ln( 22 −−++=−−+= xxxxxxxf , por lo tanto, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−−
−
+

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+=

)1)(2(3
42

1
)2()('

1
1

2
22

3
1

)(
)(' 2

3
22

xxx
xx

x
xxxf

xxxxf
xf . 

 

Ejemplo:  

 

Si IRxxf ∈= αα ,)( , hallar ).(' xf  

Solución:  

 

Recordemos que esto estaba pendiente, 

1)()('
)(
)(')ln())(ln( −=⇒=⇒= xxfxf

xxf
xfxxf ααα  

ó .)(' 1−= ααxxf  Ahora si )12(2 2)(')( −=⇒= xxfxxf . 

 

 

 

2.4.- DERIVADA DE UNA FUNCIÓN INVERSA 
 

Si IRIRDf →⊂:  y )(1 yf −  es su inversa Iff =⇒ −1D , es decir 

( ) yyff =− )(1   ó  xxff =− ))((1 . 

Para calcular ( ) )('1 yf −  derivamos respecto a  y  en  ( ) yyff =− )(1  ⇒  aplicando la regla de 

la cadena ( ) ( ) 1)(' '11 =⋅ −− yfff  ó 
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( ) ( ) ( ) .
)('

1)(1)(' '1'1

xf
yfyfxf =⇒=⋅ −−  

 

Ejemplo: 

  

Calcular la derivada de )ln(xy = , considerada como inversa de la función exponencial. 

Solución:  
)()ln( xyexxy =⇔= su inversa, luego derivamos respecto a x, 

.1)(')('1 )ln()()(

x
eexyxye xxyxy ===⇒⋅= −−  

 

Ejemplo:  

 

Calcular )(' xy  si:  a) )()( xarcsenxy = ,  b) )arccos()( xxy =   y  c) )()( xarctgxy = . 

Solución: 

a) )()( ysenxxarcseny =⇔= , por lo tanto )('
)cos(

1)(')cos(1 xy
y

xyy =⇒⋅=  

22

2

1
1))'()(('

1
1

)('
)(1

1

x
xarcsenxy

x

xy
ysen

−
==

−

=
−

⇒

 

o aplicando directamente la fórmula, 

.
1

1
)(1

1
)cos(

1
))'((

1))'((
22 xysenyysen

xarcsen
−

=
−

===  

 

b) )(cos)arccos( xyxxy =⇔= , derivando respecto a x, ⇒⋅−= )(')(1 xyysen  

21
1

)(
1)('

xysen
xy

−
−=−= ,  

pues 22 1)(cos1)( xyysen −−−= . 

 

c) ))(()( xytgxxarctgy =⇔= , derivando respecto a x, ⇒⋅= )(')(sec1 2 xyy  

,
1

1
)(sec

1)(' 22 xy
xy

+
==  
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pues .1)(1)(sec 222 xytgy +=+=  

 

Ejemplo: 

 

Si 2 1( )
2

xy x
x
−

=
+

,Calcular ( )x y′  o sea  la derivada de la inversa 1( )f y−  

 

Solución: 

a) Aplicando la fórmula: 
2 2

1 1 ( 2) ( 2)( ) ( ) ( )
( ) 2( 2) (2 1) 5

x xf y x y
f x x x

− + +′ ′= ⇒ = =
′ + − −

 

b) Encontrando la inversa y derivar. 

2 2
2 1 2 1 2(2 ) (2 1) 5( )

2 2 (2 ) (2 )
x y y yy x x y

x y y y
− + − + +′= ⇒ = ∴ = =
+ − − −

.  

Para comparar reemplazamos ( )y x  en esta última. 

 

Ejemplo: 

 Calcular la derivada de las funciones hiperbólicas inversas. 

 

Solución:  

a) Recordemos que )(
2
1)( xx eexsenh −−= ; )(

2
1)cosh( xx eex −+=   y  

)cosh(
)()(

x
xsenhxtgh = , 

luego se ve fácilmente que )cosh()(' xxsenh = ,  )()(cosh' xsenhx = ,  ).(sec)(' 2 xhxtgh =  

 

b) Si )()( yarcsenhxxsenhy =⇒= , derivando respecto a x,  

.
)cosh(

1
))'((

1))'((1
xxsenh

yarcsenh ===  

Pero 1)()(cosh 22 =− xsenhx , por lo tanto .
1

1))'((
2y

yarcsenh
+

=  

c) Si )()( yarctghxxtghy =⇒= , derivando,  

.
1

1
)(1

1
)(sec

1
))'((

1))'((1 222 yxtghxhxtgh
yarctgh

−
=

−
====  
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2.5.- FUNCIONES PARAMÉTRICAS. 
 
Una curva, cuya representación cartesiana se da como  RIxxfy ⊆∈= )( ,también puede 
ser expresada considerando tanto la abscisa como la ordenada del punto función de una 
nueva variable o parámetro tomando la forma: 
                            
                            
 

     x = x(t) 
                            y = y(t)   ; bta ≤≤   
 
y es lo que llamamos la forma paramétrica de la función o la curva.Un tema interesante es 
llevarla de una forma a la otra. 
 
Ejemplos: 
 

1.- Expresar la curva paramétrica:    
1

22

+=
−=

ty
ttx

   Rt ∈  

 En la forma cartesiana : 
 
Solución: 
 
Se trata de eliminar el parámetro t  de  las ecuaciones paramétricas.Por tanto : 
 

34)1(2)1( 22 +−=⇒−−−= yyxyyx  que es una parábola. 
 

2.- Expresar la elipse: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x ,en forma paramétrica. 

 
Solución. 
 
Aquí el tema es la elección del parámetro, que  en este caso será un ángulo para hacer 

                                     
bSenty
aCostx

=
=

 

De modo que se cumple la relación cartesiana. 
 
3.- Parametrizar la curva cartesiana: 24 3yyx −= . 
 
Solución. 
 
Si tomamos como parámetro la variable y, cosa que es aceptable, la expresión será: 

                                  
ty

ttx
=

−= 24 3
 

 



 26

4.- La cicloide es una curva que describe un punto fijo en la circunferencia de radio a cuando 
rueda sobre un eje.Si el parámetro es el ángulo que se muestra en la figura ,las ecuaciones 
paramétricas se pueden deducir de ello. 
 
Solución. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

2.5.1.-DERIVADA DE FUNCIONES PARAMÉTRICAS 

 

 

Siendo )(),()( tyytxxxfy ==⇔=  es su forma paramétrica, luego ))(()( txfty = , 

derivando con regla de la cadena, )(')(')(' txxfty ⋅=⇒ , por lo tanto 

.
)('
)(')('

tx
tyxf =  

 

Ejemplo:  

 

Si la curva es 

0);(
)cos(

>=
=

ytaseny
tax

 

la derivada será )(
)(
)cos(

)(
)cos()(' tctg

tsen
t

tasen
taxf −=−=

−
= , en forma cartesiana es 22 xay −=   

).(
)(
)cos(

)(
)cos()('

22
tctg

tsen
t

tasen
ta

y
x

xa
xxy −=−=

−
⇔−=

−

−
=⇒  

Ejemplo: 

 

Sean las funciones  
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)();(
)cos(

xfytbseny
tax

==
=

     su forma cartesiana, ¿cuál es )(' xf ?. 

Solución:  

Como: 1)()()(;)( 22 =+⇒==
b
y

a
xtSen

b
ytCos

a
x 2)(1)(

a
xbxy −±=∴  

)(
)(

)cos()('
)('
)(')(' tctg

a
b

tasen
tbxf

tx
tyxf −=

−
=⇒= . 

 

Ejemplo:  

 

Si la función )(xfy =  está dada paramétricamente como 

)2(34
)2cos(32

tseny
tx

+=
+=

 

a) Hallar su forma cartesiana  y b) Su derivada. 

 

Solución: 

a) ),2(cos9)2( 22 tx =−  ),2(9)4( 22 tseny =−  por lo tanto 9)4()2( 22 =−+− yx  

circunferencia centro (2,9) y radio 3. 

b) .
4
2

)2(
)2cos(

2)2(3
2)2cos(3)('

−
−

−=−=−=
y
x

tsen
t

tsen
txy  Por otro lado vemos que  

.
)4(
)2(

)2(9
)2()(')2(94

2

2

−
−

−=
−−±

−−
=⇒−−±=

y
x

x
xxyxy  

Ejemplo: 

 

Un punto se mueve en el plano de acuerdo con la ecuación: 
2 32 2 6 .x t t y t t= + = −  Hallar ( ) 0; 2; 5y x si t t t′ = = = . 

Solución. 

 

Como 
2( ) 6( 1)( ) ,

( ) 2( 1)
y t ty x
x t t
′ −′ = =
′ +

luego evaluamos en los puntos-

(0) 3; (2) 3; (5) 2y y y′ ′ ′= − = =  
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2.6.- DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN. 
 

Si )(xf  diferenciable en 0x  

0;)('
)()(

)('
)()(

lim 0
00

0
00

0
→∋+=

−+
⇔=

−+
⇒

→
ηηxf

h
xfhxf

xf
h

xfhxf
h

 si 0→h ; 

por lo tanto hxhfxfhxf η+=−+ )(')()( 000     o   si xhx =+0  

00000 0);()(')()()( xxsixxxfxxxfxf →→∋−+−=− ηη  

⇔  si 0xxx −=Δ  ó hx =Δ  y ).()()( 00 xfxfxf −=Δ  

0 0( ) '( ) 0 0.f x xf x x si xη ηΔ = Δ + Δ ∋ → Δ →  

 

Definición:  

 

Se llama diferencial de una función en 0x  a la expresión 

)(' 0xxfdf Δ=  ó )(')( 00 xfxxdf −=  ó )(' 0xhfdf = . 

Observación:  

Si )(xfy =  y si 

xxfxdf
dxdfxxf

Δ=⋅Δ=
=⇒=

)('
)(

 

implica que xdx Δ= . Luego dxxfdf )(' 0=  y hacemos dydf = ,  

dxxfdfdxxfdy )(')(' 00 =⇔= , 

por lo tanto 

)(' 0xf
dx
df

=  (Notación de Leibnitz para la derivada). 

Luego al final queda: 

                     xxdfxf Δ+=Δ η)()( 00  o como )()()( 00 xfxfxf −=Δ , 

                                xxdfxfxf Δ++= η)()()( 00 , 
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por lo tanto:       )()()( 00 xdfxfxf +≈ , o sea, el valor de f en un punto cercano a 0x  es 

aproximadamente el de )()( 0 xdfxf +  y esto nos permite hacer cálculos aproximados de 

funciones. 

 

 

Ejemplo:   

Computar 2)05,3(  aproximadamente. 

Solución:. 

)()(
))((')()(

00

000

xdfxf
xxxfxfxf

+≈
−+≈

 

Si 2)( xxf = ; 30 =x ; 5,00 =− xx , 

3,19
05,0329

)305,3)(3(2)3()05,3( 2

≈
⋅⋅+≈

−+≈ xf
 

 

Ejemplo:  

 Calcular la diferencial de xxxf 2)( 3 +=  para 1=x , 2,0=h . 

Solución:  

Como hxfdf ⋅= )(' 0 , 

1)2,0(5213)(';23)(' 2
0

2 =⋅=⇒+⋅=+= dfxfxxf  

 

Ejemplos:  

 

Calcular la diferencial df  en 

a) )()( xtgxf =  d) 2

1)(
x
xxf +

=  

b) xaxf =)(  e) )()( xarcsenxf =  

c) )ln()( xxf =  f) )cos()( xexf x +=  

 

Solución: 

a) dxxdfx
dx
dfxxf )(sec)(sec)(sec)(' 222 =⇒=⇒=  



 30

b) dxaadfaa
dx
dfaaxf xxx )ln()ln()ln()(' =⇒=⇒=  

c) dx
x

df
xdx

df
x

xf 111)(' =⇒=⇒=  

d) 
12

43
12

43
12

)1(412
)('

34

2

4

2

4
12

12

+
+

−=
+

−−
=

+
+−

=
+−

= +

xx
x

xx
xx

xx
xxx

x

xxx
xf x  

    dx
xx

xdf
12

43
3 +
+

−=⇒  

e) 
22 11

1)('
x

dxdf
x

xf
−

=⇒
−

=  

f) dxxsenedfxsenexf xx ))(()()(' −=⇒−=  

 

Observación:  

 

Si )(xf  es una función, entonces como dxxfdf )('= , se tendrá: 

a) ,0)( =kd  k constante. 

b) dxnxxd nn 1)( −=  

c) dxxgxfdgdfgfd ))(')('()( +=+=+  

d) dxgffggdffdggfd )''()( +=+=⋅  

e) 2g
fdggdf

g
fd ⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

f) )()()( xdggdfgfd ⋅=D  

 

 

2.7.- DERIVACIÓN DE FUNCIONES IMPLÍCITAS. 
 

Sea 0),( =yxF  una ecuación que define en forma implícita la función )(xfy = , es decir, 

.0))(,( ≡xfxF  

Para calcular )(' xf  sin expresar en forma explícita la función )(xfy = , lo hacemos usando 

la regla de la cadena aplicada a la ecuación. 

 

Ejemplo:  
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222 ryx =+ , si existe )(xy  calcular ).(' xy  

Solución:  

Sea 222 )( rxyx =+ , 

.022

)( 222

y
x

dx
dy

dx
dyyx

dx
drxyx

−=⇒=+

=+
 

Si expresamos en forma explícita a la función se tendrá 

.
22

22

y
x

xr
x

dx
dy

dx
dxry

−=
−

−
=

−=
 

 

Ejemplo: 

 Sea )1()3( 2 +=− xy , aceptamos que existe la función )(xfy =  y )(ygx = . Encontrar 

y’(x)  y   x ´(y). 

Solución:  

Para encontrar )(' xy : 

)3(2
11)3(2

)1()3( 2

−
=⇒=−

+=−

ydx
dy

dx
dyy

dx
dxy

 

Para encontrar :)(' yx  

dy
dxy

dy
dxy

=−

+=−

)3(2

)1()3( 2

 

como se puede ver: · 1dy dx
dx dy

=  

 

Ejemplo:  

Demostrar que si c es una constante cualquiera, entonces cxyyx =− 22  satisface la ecuación 

diferencial 

0)2()2( 22 =−+− dyxyxdxyxy  
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en el sentido que la expresión para dy y dx obtenidas de la ecuación primera al sustituirse en 

la ecuación diferencial, esta se convierte en una identidad. 

 

 

Solución: 

 Diferenciando la ecuación dada, cxyyx =− 22 se tiene: 

.0)2()2(
022

22

22

=−+−

==−−+

dyxyxdxyxy
dcxydydxydyxxydx

 

Es lo mismo que cxyyx =− 22  satisface 

.0)2()2( 2 =−+−
dx
dyxyxyxy

 

 

2.8.- DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR 
 

Definición:  

 

Si )(xf  es una función que admite derivada en )(xV  (vecindad del punto x), la función 

derivada de )(' xf  se llama la segunda derivada de )(xf  y se denota  

)('' xf   ó   2

2

dx
fd . 

Observación:  

 De igual modo se define la n-ésima derivada de )(xf , o sea  

.)()( )1()(
n

n
nn

dx
fdxf

dx
dxf == −  

 

Ejemplo:  

Encontrar 2

2

dx
fd  para )()( 2 xsenxxf += . 

Solución: 

)(2))cos(2(

)cos(2

2

2

xsenxx
dx
d

dx
fd

xx
dx
df

−=+=

+=
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Ejemplo:  

Encontrar 2

2

dx
fd  para la función xyxsen =+ )(  

Solución: 

 Se trata de función implícita. Derivando la ecuación  

0)cos('')()'1(
0)''0)(cos()'1)('1)((

1)'1()cos(

2 =++++−

=++++++−

=+⋅+

yxyyxseny
yyxyyyxsen

dx
dyyx

 

como ⇒−
+

= 1
)cos(

1'
yx

y al sustituir en 

)(cos
)(''

1
)cos(

11
)cos(
)(''

)()'1()cos(''

3

2

2

yx
yxseny

yxyx
yxseny

yxsenyyxy

+
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+
+

=

++=+

 

 

Ejemplo:   

Si nxy = , calcular )()( xy n . 

Solución: 

!1)2)(1()(

,)1()(''
)('

)(

2

1

nnnnxy

xnnxy
nxxy

n

n

n

=−−=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−=

=
−

−

"

 

luego !)( ny n =  si nxxy =)( .      Por lo tanto:      0)()1( =+ xf n  si nxxf =)( . 

 

Ejemplo. 

 

Si  f(x) = Sen (x) . Hallar n-ésima derivada. 

Solución: 
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Senxxf
Cosxxfxfxfxfxf

SenxxfCosxxf
SenxxfCosxxf

nn

nnviv

iv

)1()(
)1()()()()()(

)()(
)()(

)2(

1)12(

−=

−=⇒′′=′=

=−=′′′

−=′′=′

+−
 

  

 

 

 

Ejemplo:  

Si 1c  y 2c  son constantes, entonces )(4)( 1
2

2 cxacy −=−  satisface la ecuación diferencial:      

                                         0)(')(''2 2 =+ xyxay . 

Solución:  

)(4)( 1
2

2 cxacy −=−  si derivamos queda aycy 4')(2 2 =− , si derivamos de nuevo resulta 

0'')(2'2 2
2 =−+ ycyy , como 

2
22

2

2 )(
2'''2'
cy
a

cy
yy

cy
ay

−
−

=
−

−=⇒
−

=  

luego .0
)(

4
)(

4'''2 2
2

2

2
2

2
2 =

−
+

−
−=+

cy
a

cy
ayay  

 

Ejemplo:  

Sea xxxf =)( . Demostrar que )(' xf  existe para todo IRx∈ ; que )('' xf  existe si 0≠x  

pero )0(''f  no existe. Aproxime gráficos de )(xf , )(' xf  y )('' xf . 

 

Solución:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

≥
=

0
0

)(
2

2

xsix
xsix

xf  

luego 

x
xsix
xsix

xf 2
02
02

)(' =
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=  

 

⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
02
02

)(''
xsi
xsi

xf  
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Según problema anterior se tiene que no existe ).0(''f  

 

 

Teorema (Leibnitz): 

.)(
0

)()()( ∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅

n

k

kknn fg
k
n

gf  

 

Demostración:  

Inducción:  .1=n  

.
1

'')'(
1

0

)1(∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=⋅

k

kk fg
k

gffggf  

Hipótesis:  

)()()1()1()1()()(

1
'

10
)( kknkknnnn fg

k
n

fg
k

n
fg

n
g

n
gf −−+−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅ "  

Tesis: 

∑
+

=

−++
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⋅

1

0

)()1()1( 1
)(

n

k

kknn fg
k

n
gf . 

 

Al derivar la hipótesis, el término en )()1( kkn fg −+  se logra en una parte de  la derivación de  
 

)()()1()1(

1
kknkkn fg

k
n

fg
k
n −−+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

 y su coeficiente es ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− k

n
k
n

k
n 1

1
. 

 

 

2.9.-Guía de Ejercicios  
 

1.- Calcule la derivada de 

a) )()12()( xsenxxf +=  

b) 
)(
12)(
xsen

xxf +
=  

c) 
22

)(
ax

xxf
+

=  
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2.- Encuentre 
dx
d  si 

a) xyx 222 =+  b) 2)( =yxxsen  

c) 1=xy  d) xyxy =+ )3cos(  

e) 1
2625

22

=−
yx  f) 32 =+ yx  

 

3.- Encuentre la pendiente de la recta tangente al gráfico de la ecuación dada en el punto 

señalado: 

a) 4;1622 −==− xyx ,  2do. cuadrante. 

b) .2;102 −== yxy  

c) .1;1 −=−= xxy  

 

4.- Demostrar que si c es una constante, entonces: 

 a) c
xy

yx
=

+
2

22

 satisface 02)( 322 =−− dyxdxyxy . 

 b) cyyxax =++ 434 4  satisface .0)()3( 332 =+++ dyyxdxyaxx  

 c) cx
x

xseny
+=

+
)cos(

))(1(  satisface .0)cos())(1( =−−− dyxdxxseny  

 

5.- Demostrar las fórmulas: 

 a) 
1)()(

)('))(sec(
2 −

=
xuxu

xuxuarc
dx
d  

 b) 
1)()(

)('))((arccos
2 −

−=
xuxu

xuxuec
dx
d  

 c) 0;11
2 >
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ac

caxc
axarctg

acdx
d  

 d) 22

11
xaa

xarctg
adx

d
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 e) 
cbxaxbac

baxarctg
bacdx

d
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

+

− 222

1
4
2

4
2  



 37

 f) )()(
2

)(
4

11
4

2

2
22 axxarcsenaxarcsenxaxarcsen

a
xa

a
x

dx
d

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−  

 

6.- Encuentre )(' xf  para: 

 a) )()( xarctgxf =  

 b) ))(arccos()( xsenxf =  

 c) 
)(cos

)(arccos)(
xec

xecxf =  

 d) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= 3

2
2
3

)( xarcsenxf  

 e) )2arccos()arccos()( xxxf =  

 f) ))cot(()( xarctgxf =  

 

7.- Determinar )(' xf  para: 

 a) ( )21log)( xxxf ++=  

 b) )1log(1)( 2 += x
x

xf  

 c) )(log)( xarctgxf =  

 d) )))g(log(log(lo)( xxf =  

 e) 
xxxxf =)(  

 

8.- Use logaritmo para obtener: 

 a) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++
3 3

22

1
1)32(

x
xx

dx
d  

 b) ( ))(10 xarctg

dx
d  

 

 

 

9.- Calcular: 

 a) )( xarcsenh
dx
d  
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 b) ))((arccos xsenhh
dx
d  

 c) )))((log( xsenh
dx
d  

 d) ))())((cosh( xsenhx
dx
d  

 e) ))())(arccos(arccos( xhx
dx
d  

 

10.- Sea hgf D= ; 6)2( =h ;  10)2(' −=h  y .
2
1)6(' −=g  Encuentre ).2('f  

11.- Si 12)( −= xxf  encuentre directamente la derivada de su inversa. 

12.- Encuentre la ecuación de la recta tangente al gráfico de 
1
2

5

4

+
−

=
x
xy  en .0=x  

13.- Sea 
)1)(2(

3
+−

=
xx

xy . Pruebe que la derivada en todo punto es negativa. 

14.- Considere una tangente a la curva nnn ayx =+ , 1≠n , 0≠n . Suponga que dicha 

tangente intersecta al eje x en (p,0) y al eje y en (q,0). Muestre que 

1

1

1

1

1

1

−

=

−

+

− n
na

n
nq

n
np

. 

15.- Calcule ))(( 2
2

2

xarcsenhx
dx
d  

16.- Calcule ))2((cosh3
2

2

x
dx
d  

17.- Si ))(( xarcsenmseny = , probar que satisface a la ecuación 0''')1( 22 =+−− ymxyyx . 

18.- Si ( )naxxy 22 ++= , probar que satisface .0''')( 222 =−++ ynxyyax  

19.- Si )(1 2 xarcsenxy −=  mostrar que 22 1')1( xxyyx −=++   y cuando 2≥n   

.0)1()12()1( )(2)1()2(2 =−−+−− ++ nnn ynxynyx  

20.- Encontrar la cuarta derivada de .
232

31
2xx

xy
−−

+
=   

21.- Sea )()( 3 xhxxk = , 3)1( =h ,  
2
1)1(' =h ,  4)1('' =h , encontrar )1(''k . 

22.- Sea 1)( −= xxf . Encontrar .),()( INnxf n ∈  
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23.- Si xaxxf 2)( = , encontrar ).()( xf n  

______________________________________________________________ 

 

 

 

2.10.- APLICACIONES DE LA DERIVADA 
 
En la interpretación geométrica de la derivada, encontramos una primera aplicación, como 
así también el concepto de velocidad y aceleración en Física 
 
2.10.1- La derivada como Razón de Cambio 
 

La derivada de una función puede entenderse como “la razón de cambio instantáneo entre 

la función y la variable”, puesto que 

0

0

0

)()(
lim)()(lim)('

0 xx
xfxf

h
xfhxfxf

xxh −
−

=
−+

=
→→

, 

Donde )()( xfhxf −+ ó  )()( 0xfxf −   es la Variación de la Función y h  ó( x- 0x ) es la 

Variación de la Variable. Esta visión de la derivada nos lleva a resolver problemas de 

diferente naturaleza.  Comenzando por recordar que si S(t)  es la ecuación del movimiento de 

un móvil la “razón de cambio instantánea “ del espacio recorrido respecto del tiempo 

empleado nos entrega la velocidad del móvil o de la variación  de la velocidad que depende 

del tiempo y la variación de éste nos entrega la aceleración. 

 

Ejemplos. 

 

1.- Una piscina  con V galones de volumen en un momento  “t” está dado por 

: 2250(40 )V t= − ;Está siendo evacuada. Encontrar la velocidad con que disminuye el 

volumen luego de 5 minutos del proceso. 

 

Solución. 

Siendo : 

2( ) 250(40 ) 500(40 )( 1)

(5)5 500 35 ( 1) 17.500 / min

dVV t t t
dt

dVsi t gall
dt

= − ⇒ = − −

= ⇒ = ⋅ ⋅ − = −
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2.- Un estanque tiene la forma de un cono invertido con 16 pié de altura y con un radio de 4 

pié. ¿Qué tan rápido cae el nivel  cuando el agua lleva 5 pié de profundidad y fluye a razón 

de 2pié/seg.?. 

 

Solución. 

 Se pide la razón de cambio de la altura en relación al tiempo, en  t = 5 

)()(
3
1)( 2 thtrtV ⋅= π . Según la fig. )(

4
1)(

16
4

)(
)( thtr

th
tr

=⇒=  

 )(
48

)( 3 thtV π
= )(')(

48
3)(' 2 ththtV ⋅⋅=⇒
π . Cuando t = 5 

           segpiéhh /
25
32)5(')5('25

16
2

π
π

=⇒⋅⋅= . 

 

3.- Una escalera de 25 pié de largo, se apoya contra un muro vertical, si la base de ella se 

desplaza a razón de 3pié/seg.¿Cuál es la velocidad de disminución de la altura cuando la base 

se encuentra a 15 pié del muro? 

 

Solución.       

 Se trata de encontrar )(ty  sabiendo que por la fig. ⇒=+ 222 25)()( tytx  
 

∴−= )(625)( 2 txty
)(625

)(')()('
2 tx
txtxty

−

⋅
−=  como ( )( )153)(' xttx =  

 

.
4
9

225625
315)(' 0

−
=

−
⋅

−=ty  

 
4.- Una bola de nieve se va formando de modo que su volumen aumenta a razón de  

min/8 3pié .Encontrar la razón de cambio instantánea del radio en el tiempo cuando el radio 
mide 2 pié. 
 
Solución. 
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)(
3
4)( 3 trtV ⋅= π    ⇒     )(')(4 2 trtr

dt
dV

⋅⋅= π    ⇒     )('1648 tr⋅⋅= π  

 

min/
8
1)(' piétr
π

=  

 
5.- Un hombre  de 6 pié de altura camina hacia un muro a 5pié/seg. Si existe un reflector en 
el piso a 50 pié del muro. ¿Con qué velocidad se acorta la sombra del hombre al momento 
que está a 30 pié del muro? 
 
Solución. 

6
50 h
x
=

)(
300)(

tx
th =⇒ )('

)(
300)(' 2 tx

tx
th ⋅−=⇒  

         
                

segpiéth /
3
55

30
300)(' 2 −=⋅−= . 

 
6.- Una cubeta inicialmente con 10 galones   de agua, gotea  ; el volumen en el tiempo t está 

dado por:   2)
100

1(10)( ttV −= .¿Con qué velocidad disminuye el volumen  luego de 1 

minuto? 
 
Solución: 
 

seggalttV /198,0)
100

1)(
100
99(20)1(V)

100
1)(

100
1(20)( '' −=−=⇒−−=  

 
7.- Un globo meteorológico se eleva en forma vertical y es observado desde un puesto a 300 
mts. del punto de elevación .¿Con qué velocidad se está elevando cuando el ángulo del 
observador es de 45º y aumenta un grado por segundo? 
 
Solución: 
 

                                               
300

)())(( tyttg =θ . derivando
300

)()(')·(
'

2 tyttSec =⇒ θθ  

                                      y(t)                                                          45)(1)(' == tt θθ  
           θ  
              
               300 

segmtstyty /.600)(')('
300
11·)2( 2 =⇒=∴  
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2.10.2.-Monotonías de una función.- 
 
Recordemos las definiciones de monotonía: 

a) f(x) creciente en )()( yfxfyxRI ≥⇒>∀⇔⊂  
b) f(x) decreciente en )()( yfxfyxRI ≤⇒>∀⇔⊂  

 
 
 
 
Teorema. 
 
Si f `(x) >0 en una vecindad de x, entonces la función es creciente allí. 
 
Demostración. 
 

Se tiene que: IhxxxIxf
h

xfhxf
h

∈+∋∂+∂−=∃∴>=
−+

→
)(),(0)('

)()(
lim 0000

00

0
 

y  si  h>0   0
)()( 00 >

−+
h

xfhxf
  luego Ihxyhxfhxf ∈+>∀>+ )(0)()( 000  

o sea la función es creciente. 
 
Observación. 
 
1.- De modo análogo, si f ‘(x)<0 ,la función es decreciente, en la vecindad en que ello ocurra 
 
2.- Recuérdese que si ,0)(lim

0

>=
→

lxf
xx

 existe un intervalo donde la función cuando es 

continua mantiene ese signo. 
 
3.- La condición es suficiente pero no necesaria, en el sentido que no se cumple el recíproco, 
como es el caso de 3)( xxf = , la función es creciente en una vecindad del cero sin embargo 

0)0(' =f . 
 
4.- Se tiene además el caso de 3)( xxf = , que es creciente sin embargo no existe la derivada  
en 0. 
 
Ejemplos. 
 

1.- Determinar el intervalo de crecimiento de la función : 21
1)(

x
xxf

+
+

= . 

 
Solución: 
 

 0120)('
)1(

12
)1(

)1(2)1()(' 2
22

2

22

2

<−+⇔>∴
+

+−−
=

+
+−+

= xxxf
x

xx
x

xxxxf  
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Recordando que la figura es una parábola que abre hacia arriba, la parte negativa se 
encuentra entre las dos raíces, si es que  existen. 
 

)21(
2

820122 ±−=
±−

=⇒=−+ xxx  .Luego la función crece en )21;21( +−−−  y 

por lo tanto decrece en el complemento de su dominio. 
 
2.- Estudiar las monotonías de la función:  53 53)( xxxf −= . 
 
Solución. 
 

5
4

3
2

)('
−−

−= xxxf = )11(
15
2

3
2

x
x −
−

 como 0110)('0 15
2

3
2

≠>∴>⇔>⇒>
−

xyxxxfx . 

Luego la función crece  en ).1()1,( ∞∪−−∞   y  decrece si )1,1(0 −∈≠ xyx  y el cambio de 
monotonía ocurre en x =1  y  x = -1. 
 

3.- Sea ,)3()( 3
1

23 xxxf −= Encuentre los intervalos de decrecimiento. 
 
Solución. 
 

020
)3(
)2()(' 3/223 ><⇒<

−
−

= xyx
xx

xxxf , luego decrece si )2,0(∈x . 

 
2.10.3.- Concavidades. 
 
Diremos de un modo informal que una gráfica presenta una concavidad hacia arriba 
cuando ,la tangente en todo punto queda más abajo que la curva, y habrá concavidad hacia 
abajo cuando la tangente está sobre la curva. 
 

 
 

De un modo igualmente informal podemos decir que: 

a) Si f ′′ (x)>0 en (a,b) ,entonces )(xf ′  es creciente en el sentido que la recta tangente 

tiene pendiente en crecimiento cuando se avanza desde  a  hasta  b o que la recta 
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tangente va girando en sentido anti-reloj es decir el gráfico está bajo la tangente y por 

lo tanto hay concavidad hacia arriba. 

 

b) Si 0)( <′′ xf en  (a,b), entonces )(xf ′ es decreciente es decir que la recta tangente 

lleva una pendiente en disminución desde a  a  b y las rectas van girando en sentido del 

reloj lo que implica que la curva está bajo las tangentes es decir hay concavidad hacia 

abajo. 

c) Si )(xf ′′  cambia de signo en un punto, allí se produce un punto de inflexión o sea 

cuando 0)( =′′ xf ,luego es punto de inflexión donde hay cambio de concavidad. 

 

 

 

 

 

 

              

 

 

 

 

Ejemplos. 

 

1.- Determinar las concavidades y encontrar el punto de inflexión en el gráfico de 
3)( xxf =  

Solución. 

 0)0(6)(3)( 2 =′′∴=′′⇒=′ fxxfxxf . Como 00)( >∀>′′ xxf  hay concavidad 

hacia arriba  en ).,0( ∞ Como 00)( <∀<′′ xxf , luego hay concavidad hacia abajo y el punto 

0 es punto de inflexión, por lo demás el gráfico es bastante familiar para confirmar lo dicho. 

 

2.- Determinar las concavidades  de 
66

2)(
3xxxf −−= . 

 

Solución. 
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)
2

1(
6
1

6
63

6
1)(

22 xxxf +−=
−

−−=′   ⇒<>−=′′ 00
6

)( xSixxf Concavidad hacia arriba 

        ⇒><′′ 00)( xSixf  Concavidad hacia abajo, 

luego x = 0 es un punto de inflexión de la curva. 

 

3.-Determinar concavidades en las curvas: 

a) 2 3 4 2
2
1( ) 6 1. ) ( ) 12 1 ) ( )

3
f x x x x b f x x x x c f x

x
= − + − = − + − =

+
 

 

Solución: 

a) 2'( ) 12 3 ''( ) 12 6 0 2f x x x f x x x= − ⇒ = − > ⇒ <  luego hay concavidad hacia arriba en 

(2,∞ ) 

3 2 2) '( ) 4 24 1 ''( ) 12 24 0 2 2 2b f x x x f x x si x x c= − + ⇒ = − > > ⇔ > ∨ < −  luego la 

concavidad hacia abajo se produce en el intervalo (-2,2) 

c)
2

2 2 2
2 3

2 6'( ) 2 ( 3) ''( ) 0 3 3 3
( )

xf x x x f x x ó x ó x
x x

− −
= − + ⇒ = > ⇒ > > < −

+
 

la concavidad hacia abajo se produce en ( 3, 3)−  

 

2.10.4.- Asíntotas para una curva. 
 

Recordemos que las Rectas Asintóticas o simplemente Asíntotas de una curva, es toda 

recta que tiende a encontrarse con la curva sin que logren punto en común, es decir si f(x) es 

la curva y l(x) la asíntota debe darse que: 0)()(lim =−
→

xlxf
ax

 donde a puede ser infinito. 

1) kykxf
x

=⇒=
±∞→

)(lim , es una Asíntota horizontal 

2) ⇒±∞=
→

)(lim xf
ax

x = a es una Asíntota Vertical. 

3) ;nmxy += es una Asíntota oblicua cuando:
x
xfm

x

)(lim
∞→

=   y  ))((lim mxxfn
x

−=
∞→
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Fig. 

 

 

 

 

 

Ejemplos. 

1.- Analizar  asíntotas para la curva: 22

2

)(
ax

xxf
−

= . 

 

 

Solución. 

a) ∞=
−

=∞=
−

=
−−++ →→→→ 22

2

22

2

lim)(limlim)(lim
ax

xxf
ax

xxf
axaxaxax

 luego tenemos asíntotas 

verticales ax ±=  considerando que f(x) es una función par por lo tanto simétrica respecto al 

eje y 

b) 1
1

1lim)(lim

2

2 =
−

=
±∞→±∞→

x
a

xf
xx

, por lo tanto y = 1 es Asíntota horizontal. 
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.  

      2) Pruebe que la curva: 3/123 )3( xxy −= Admite una asíntota oblicua. 

 

Solución. 

Sea nmxy +=   con  1)31(lim)3(lim 3/1
3/123

=−=
−

=
∞→∞→ xx

xxm
xx

  

1))()3((lim 3/133/123 −=−−=
∞→

xxxn
x

, luego la asíntota será  1−= xy  

 
 
Observación: 
 

))(( 2233 babababaquesabeSe ++−=− , luego hacemos: 
3/123 )3( xxa −=     3/13 )(xb =  Así  

23/13/53/23/4

2

22

33

)3()3(
3lim´lim)(lim

xxxxx
x

baba
baba

xxx +−+−
−

=
++

−
=−

∞→∞→∞→
=

1
1)31()31(

3lim
3/13/2

−=
+−+−

−
∞→

xx
x

. 

 
Observación. 
 
Con los elementos anteriores se puede abordar el problema del trazado de una curva, que 
puede tomarse como un necesario ejercicio aunque la calculadora puede hacerlo también; las 
dos acciones son útiles. Para lograrlo ha de considerarse por lo menos:  
a) Dominio de la función  
b) Intersección con los ejes 
c) Monotonías. 
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d) Concavidades, puntos de inflexión 
e) Asíntotas  
 
 
2.10.5.-Trazado de una curva: 
 
1.- Analizar la curva : 2 412 2y x x= + − .y lograr su gráfico aproximado. 
 
Solución: 
 

• La función es par, por lo que su gráfico es simétrico respecto del eje oy 
• Dominio de ella es todo R 
• Intersección con ejes: 
  2 2 2 2 1/ 2

10 12 0 ( ) 2( ) 12 0 (1 3) (1 3) 2,1x y y x x x x= ⇒ = = ⇒ − − = ⇒ = + ∴ = + ≈  
• Monotonías:    

2 2 2'( ) 4 (1 ) '( ) 0 0 1 (0,1) 0 1 ( , 1)f x x x f x x x x óx x x= − ∴ > ⇒ > ∧ < ⇒ ∈ < ∧ > ⇒ ∈ −∞ −
 
Luego es creciente en la unión de estos intervalos, y decreciente en el complemento. 
 

• Concavidades: 2 1 1''( ) 4(1 3 ) 0 ( , )
3 3

f x x si x −
= − > ∈ ,hay concavidad hacia arriba. 

La concavidad hacia abajo se produce en el complemento del dominio y los puntos de 

inflexión son 1
3

x = ±  

 
 
 
Fig. 
 
 
 
 
 

 
 

2) Analizar la curva 3/1)
2
1()(

−
−

=
x
xxf  y graficar 

 
 
Solución: 
   

}{ 2;10
)2()1(3

1)( 3/43/2 −∈∀<
−−

−
=′ Rx

xx
xf .luego es siempre decreciente.En x = 1 se 

observa que la tangente tiene  la pendiente  infinita.  
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 Como : =′′ )(xf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎝
⎛

−
+

−−− 2
2

1
1

)2()1(
9/2

3/43/2 xxxx
el signo lo define el factor: 

2
2

1
1

−
+

− xx )2)(1(
43
−−

−
⇔

xx
x , mediante el análisis de estor tres factores ,la desigualdad 

arroja: ),2()
3
4,1(0)( ∞∪∈⇒>′′ xxf , luego concavidad hacia arriba, por lo tanto 

como: )2;3/4()1,(0)( ∪−∞∈⇒<′′ xxf  la concavidad es hacia abajo así el punto de 
inflexión se produce en  3/4=x  y 1=x . 
 
Siendo: −∞=

−→
)(lim

2
xf

x
   y   ∞=

+→
)(lim

2
xf

x
, en x = 2 se tiene una  asíntota vertical .Por otra 

parte al tener que : 1)(lim =
±∞→

xf
x

, entonces y = 1 es asíntota horizontal. 

 
 
 
Fig. 
 
 
 
 
 
 
 
2.11.-Teoremas del valor medio.- 
 
 
 
Teorema:  (Rolle) 
 
Sea f(x) definida en [ ]ba,  
 
a) Continua en [ ]ba,     
b) Diferenciable en (a,b)   
c)  f(a)  =  f(b).      Entonces existe al menos un  ),(0 bax ∈  donde .0)( 0 =′ xf  
 
 
Demostración. (Se omite) 
 
La continuidad en el intervalo cerrado: [ ]ba,   con  f(a)  =  f(b) permite visualizar en un 
gráfico que la tangente es horizontal en por lo menos un punto luego 0)( 0 =′ xf . 
De un modo sencillo: Si la función parte de f(a) y no es constante y si es creciente ,luego 
deberá ser decreciente esto sucederá al menos una vez y recíprocamente ,es decir la derivada 
pasará de positiva a negativa o recíprocamente , luego será nula al menos una vez  
 
Observación 
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Dadas las condiciones anteriores, la curva )(xfy ′=  corta al menos una vez  en (a,b) al eje x. 
pues  tiene cambio de signo De esta manera la ecuación : '( ) 0f x = tiene al menos una raíz en 
(a,b). 
 
Teorema:  ( Valor medio) 
 
Sea f(x) definida en [ ]ba, ,tal que  a) f(x) continua en [ ]ba,    b) Diferenciable en (a,b) 
Entonces existe ),(0 bax ∈ , tal que :   
     

)()()(
0xf

ab
afbf ′=

−
−  

Demostración: 
 
Asumiendo que )()( afbf ≠ ( De lo contrario se reduce a Rolle) y definiendo la nueva 

función x
ab

afbfxfxF ))()(()()(
−
−

−= )()()( bafabfbF −=⇒   y  

0)()()( xbafabfaF ∃⇒−= del teorema de Rolle donde 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 ( ) 0 ( )f b f a f b f aF x f x f x

b a b a
− −⎛ ⎞′ ′ ′= ⇒ − = ∴ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 
 
 
 
Ejemplos. 
 
1.- Si 2( ) 9.f x x= + Encontrar todos los puntos 0 (0, 4)x ∈ ,del Teorema del Valor Medio. 
 
Solución. 
 

( ) 1/ 22
0 0 0 0 0

(4) (0) 5 3 1 1 1( ) ( ) 9 2 3
4 0 4 2 2 2

f ff x f x x x x
−− −′ ′= = = = + = ⇒ = ±

−
 

 
2.- Probar que si una función es continua en [ ],a b y [ ]`( ) 0; ,f x x a b= ∀ ∈ Entonces 

( ) ( )f x k Cte= . 
 
Solución. 
 

Como [ ]0 0
( ) ( ) '( ) 0 ( , ) ( , ) ,f x f y f x x x y x y a b

x y
−

= = ∈ ∀ ∈
−

( ) ( ) ,f x f y x y⇒ = ∀ ,luego es 

una función constante. 
 
Con esto se puede sostener que “la condición necesaria y suficiente para que f(x) sea 
constante es que su derivada sea nula” 
 
3.- Aplicando el Teorema del Valor Medio , probar la desigualdad: 
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  1 1 ; 0
2
xx x+ < + >  

 
Solución. 
 
Si tomamos como ( )f x x=  y escribiendo el Teorema como: 
 

( ) ( ) ( ) 0 1 1f a h f a hf a h con a h xθ θ′+ − = + ≤ ≤ = = ,se tendrá: 
1 1 1 11 1 1 1 0

2 1 2 1 1 1
x x x Si x

x x x xθ θ θ
+ − = ⋅ ⇔ + = + > ⇒ > ∴

+ + + +

1 x⇔ + >1+
2 1

x
x+

1 1
2
xx x⇔ + > + +  o  bién :1 1

2
x x+ > +  

 
 

4.-Probar la desigualdad: (1 )
1 n

x L x x
x
< + <

+
 

 
Solución. 
 

Si ( ) ,nf x L x=  continua y diferenciable en R.- 1( ) 1 1f x b x a
x

′ = = + =  

 
5.- Un automóvil ,pasa un control a 90km/h ,12 km. más adelanta 2 horas más tarde , pasa 
otro control a la velocidad 100km/h.,use el teorema del valor medio para demostrar que en 
algún momento su velocidad fue de 6km/h. 
 
Solución. 
 

La velocidad media  está dada por (2) (0) 12 0 6 ./
2 0 2m

s sv km h− −
= = =

−
,como la función ( )s t , 

es continua y derivable en (0, 2)  existe t donde '( ) 6s t =  
 
 
2.12.- Máximos y Mínimos. 
 
 Definición: 
 
Sea  f(x) un función definida en un intervalo I en R , 0 1;x x  un puntos en I..Se dice que la 
función alcanza un valor máximo en 0x , si y solo sí: 
  

 0( ) ( )x I f x f x∀ ∈ ⇒ ≥  
 
Y se dice que ella alcanza su valor mínimo en 1x , sí y solo sí: 
 
        1( ) ( )x I f x f x∀ ∈ ⇒ ≤ . 
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Si tal situación se cumple en todo el dominio de la función se habla de un punto extremo 
absoluto de lo contrario se trata de un punto extremo local. 
 
Observación. 
 
1.- Según la interpretación geométrica de la derivada, en un punto extremo, la recta tangente 
será horizontal. 
2.- También pueden darse puntos extremos donde no exista derivada a  todos se les llama 
puntos críticos. 
 
3.- Donde la tangente es horizontal no necesariamente se da un punto de máximo o de 
mínimo. 
 
Teorema. 
 
Para un función continua en un intervalo cerrado [ ],a b , entonces f(x) alcanza al menos una 
vez un valor máximo y un valor mínimo allí 
 
 Demostración.  
 
Argumentando en forma intuitiva y con ayuda de un gráfico se ve evidente pues la 
continuidad significa un trazado de curva sin interrupciones. 
 
Teorema.(Condición necesaria) 
 
Para una función continua y derivable en un intervalo I con 0x I∈ .Si 0x  es un punto de 
máximo ó mínimo local: Entonces: 0( ) 0f x′ = . 
 
Demostración. 
 
Si 0x  es un punto de mínimo entonces     

0 0( ) ( )
0 0

f x h f x
si h

h
+ −

≥ > 0 0( ) ( )
0 0

f x h f x
si h

h
+ −

∧ ≤ <  y como existe  

 
0 0

0

( ) ( )
lim ,
h

f x h f x
h→

+ −
Entonces necesariamente debe ser cero. 

 
Análogo razonamiento si el punto es de máximo. 
 
Observación. 
 
1.-La aplicabilidad del teorema es en el sentido que allí donde la derivada no se anule no 
puede haber punto de máximo ni de mínimo, por lo que la búsqueda de éstos debe hacerse 
entre todos aquellos que hagan cero a la derivada. Además por ser condición solo necesaria, 
debemos saber que si la derivada es nula en un punto allí no necesariamente es de máximo o 
de mínimo, recuérdese el punto en que hay cambio de concavidad, allí se tiene un punto de 
inflexión. 
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2.- Aplicado lo anterior, la identificación de máximo o de mínimo puede hacerse según la 
naturaleza del caso, como lo muestran los ejemplos. 
 
3.- En estas mismas circunstancias, y en forma intuitiva podemos determinar el siguiente 
criterio: 
 

0 0) ( ) 0 ( ) 0a Si f x para x x y f x para x x′ ′< < > > 0x⇒  Es punto de mínimo pues la 
función cambia de decreciente a creciente. 
 

0 0 0) ( ) 0 ( ) 0b Si f x para x x y f x para x x x′ ′> < > > ⇒   Es punto de máximo por el 
cambio de las monotonías, 
 
Ejemplos. 
 
1.- Analizar la función: a) 2( ) 4 5f x x x= − +  b) 3 2( ) 3 3 5f x x x x= − + +  
 

      c) 9( )f x x
x

= +   d) 3 2( ) 2 3 36 7f x x x x= − − +  

 
Solución. 
 
a) ( ) 2 4 0 2f x x x′ = − = ⇒ = , único punto crítico, como:  

( ) 0 2 ( ) 0 2 2f x si x y f x si x x′ ′< < > > ⇒ = es de mínimo por el cambio de la 
monotonía.(También se deduce viendo que se trata de una parábola con vértice en el punto x 
= 2) 
 
b) 2 2( ) 3 6 3 0 3( 1) 0 1f x x x x x punto crítico′ = − + = ⇔ − = ⇒ = ,como la derivada es 
siempre positiva no hay cambio en la monotonía, , pero  la tangente es horizontal; la segunda 
derivada nos confirma que se trata de un punto de inflexión.  
 

c) 2

9( ) 1 0f x
x

′ = − = ⇒ 3x = ±  anula la derivada, el cambio de monotonía va desde 

decreciente a creciente en ambos puntos luego son de mínimo.  
 
d) 2( ) 6 6 36 0 6( 3)( 2) 0f x x x x x′ = − − = ⇔ − + = ⇒ 3 2x y x= = −  puntos críticos , los 
cambios de signo de la derivada se produce en ellos en x = -2  el cambio es de positivo a 
negativo luego punto de máximo  mientras que en x = 3 el cambio es de negativo a positivo 
por lo tanto es punto de mínimo local como lo vemos en una figura. 
 
2.- Problemas aplicados: 
 
1) Se desea cerrar un corral rectangular con capacidad de 200 metros cuadrados contando 
para ello con una muralla como para que se pueda cerrar solo  3 lados,¿Cuál es la cantidad 
mínima de malla para alcanzar el cercado?. 
 
Solución. 
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Según el gráfico ,la longitud  será : yxL += 2 ,pero lleva la condición : 200=xy , al 
incorporarla la función para el estudio queda: 
   

 
x

xxL 2002)( +=          

                                                                              
201002002)( 2 =∴=⇒=−=′ yx

x
xL , y la mínima cantidad de malla será:                40 

mts.(¿Porqué es mínima y no máxima?, pues porque sería máxima si uno de los lados fuera 
infinitamente pequeño para que así el otro debería ser muy grande para alcanzar el área 
requerida) 
 
2) Hallar las dimensiones del rectángulo de mayor área que pueda inscribirse en un círculo de 
radio R. 
 
Solución.  
 

yxA 22 ⋅=  y la condición: 222 Ryx =+  ,La función deberá ser:       

A(x) =4x 22 xR − ∴=
−

−−=′⇒ 044)(
22

2
22

xR

xxRxA  

Luego 
2

2Rx = ,la razón para sostener que este valor entrega un área máxima ,está en que 

sería mínima cuando uno de los lados fuera infinitamente pequeño. 
 
3) Se dispone de 100mts. de alambre para que dividido en dos partes formar un circulo y un 
cuadrado,¿cómo debe cortarse para que la suma de las áreas sea máxima?  
 
Solución 
 
Sean x el lado del cuadrado y  r el radio del círculo,.luego se estudiará la función suma 

: 22 rxA π+= , con la condición que 10024 =+ rx π ,donde  
π2

4100 xr −
= ,así la función para 

el estudio queda: ( )22 4100
4
1)( xxxA −+=
π

0)4)(4100(
2
12)( =−−+=′⇒ xxxA
π

 

4
100200)82()4100(22
+

=∴=+⇒−=
ππππ

xxxx
)4(2

3100
+

+
=

ππ
πr .. 

 
Teorema.(Criterio de la 2ª derivada). 
 
Sea f(x) función con derivada en una vecindad de x = 0x Si. 
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0 0 0

0 0 0

) ( ) 0 ¨( ) 0 ´
) ( ) 0 ¨( ) 0 .

a f x y f x x punto de m nimo
b f x y f x x punto de máximo

′ ′′= > ⇒
′ ′′= < ⇒

 

 
Demostración. 
 

0¨( ) 0 ( )f x f x creciente′′ ′> ⇒ en torno del punto, luego  

si: 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) 0 ( ) . ( , )
( ) ( ) 0 ( ) ( , )

x x f x f x f x decreciente en x x
x x f x f x f x creciente en x x x punto de mínimolocal

′ ′< ⇒ < = ∴
′ ′> ⇒ > = ∴ ⇒

 

De modo análogo se prueba la otra parte. 
 
Ejemplos. 
 
 
1.- Encontrar máximos y mínimos de la función.  

 
 

3 2( ) 3 3 4f x x x x= + − + . 
 

Solución. 
 

a) Puntos críticos:

2( ) 0 3 6 3 0 1 2

¨( ) 6 6 ¨( 1 2) 0,

¨( 1 2) 0, .

f x x x x

f x x f punto de mínimo

f punto de máximo

′ = ⇒ + − = ⇒ = − ±

′′ ′′= + ∴ − + >

′′ − − <

 

 

2.- Determinar los puntos extremos de la función: 2( )
1

xf x
x

=
+

. 

 
Solución: 
 

2

2 2
1'( ) 0 1

(1 )
xf x x

x
−

= = ⇒ = ±
+

 

2

2 3
2 ( 3)''( )
(1 )
x xf x

x
−

=
+

, ''(1) 0f < ,punto de máximo y ''( 1) 0f − >   ,punto de mínimo. 

Agregamos el siguiente razonamiento  
El signo  de la segunda derivada depende del numerador; 0 3 3x x x≥ ∧ ≥ ⇒ ≥  hay 
concavidad hacia arriba al igual que si 3 0x− ≤ ≤  ; 0 3 3x x x≤ ∧ ≤ − ⇒ ≤ − , hay 
concavidad hacia abajo al igual que si (0, 3)x∈ . 
 
3.- Hallar máximo y mínimo de la función : ( )f x Sen x Cos x= + . 
 
Solución: 
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'( ) 0 / 4 5 / 4f x Cosx Sen x x y xπ π= − = ⇒ = =  
 

''( )f x Sen x Cos x= − − ,   ''( / 4) 2 0f punto de máximoπ = − < ⇒  
                                          ''(5 / 4) 2 0f punto de mínimoπ = > ⇒  
 

4.- Hallar punto de inflexión de: 2 2( ) , 0axf x a b
x b

= >
+

 

 
Solución: 
 

2 2 3 2

2 2 2 2 2 3
2 6'( ) ''( ) 0 3

( ) ( )
ab ax ax ab xf x f x x b
x b x b

− −
= ⇒ = = ⇒ = ±

+ +
  y  x = 0,son los puntos de 

inflexión. Además se puede agregar que los puntos críticos salidos de 2 2 0ab ax− = son 
x b= ±  
 
Por lo que ''( ) 0f b <  es punto de máximo y ''( ) 0f b− >  da punto de mínimo,luego allí hay 
concavidad hacia arriba,y en torno de x= b hay concavidad hacia abajo. 
 
5.- Expresar el número 18 como la suma de dos positivos de modo que  del primero por el 
cuadrado del segundo sea máximo. 
 
Solución. 
 
Sean x e y los números con x + y =18.la función por analizar será: 2( ) ·f x x y=  
Pero y =  18 – x, luego la función 
es: 2( ) ·(18 ) '( ) (18 )(18 3 ) 0 6f x x x f x x x x= − ⇒ = − − = ⇒ = ,el otro valor se descarta, de 
modo que el producto da 72,¿máximo?.Si x<6 la función es creciente en 6 cambia a 
decreciente . 
 
6.- Hallar el rectángulo de mayor área cuya base está en el eje ox y los vértices superiores 
están en la parábola 2.27y x= − . 
 
Solución: 
 
Si x es la abscisa de un vértice la ordenada deberá ser: 227 x− ,por estar en la parábola y por 
la simetrá de la figura  el área debe ser 

:
4

2 4( ) 2 (27 ) '( ) 54 0 108 3.2 16.76 108
2
xA x x x A x x x y y A= − ⇒ = − = ⇒ = ≈ ≈ ≈  -  

 
7.-Al mediodía un barco A está a 50 millas al norte de otro B.A avanza al sur a 16m/hora y B 
lo hace al oeste a 12m/hora, ¿A qué hora están a la distancia mínima y cuál es esa distancia? 
 
Solución. 
 
En un sistema de ejes rectangulares B se ubica en el orígen mientras que A se ubica el el eje 
vertical y su posición en el tiempo t será  (50-16t) ,mientras que B se aleja del orígen a una 
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distancia de 12t. La distancia o su cuadrado por el teorema de Pitágoras nos entrega la 
función: 2 2 2(50 16 ) 144 ( ) '( ) 800 1600 0 2 .d t t f t f t t t hrs= − + = ⇒ = − = ⇒ = y la distancia 
al hacer el reemplazo da 30 millas. 
 
 
 
 
 
 
2.13.-.Regla de L`Hospital.  
 
 
Esta aplicación de la derivada está destinada a resolver problemas de límites, de funciones 
cuándo éstas presentan las dificultades llamadas indeterminaciones. 
 

 

A) Indeterminación 
0
0 ó ∞

∞
.- 

 
 
Teorema. 
 
Dadas las funciones  f(x)  y g(x) definidas y continua  en [ ],I a h a h= − + , derivable en       
(a-h ,a+h) 
 

a) ( )lim
( )x a

f x l
g x→

′
=

′
 

b) ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0f x y g x si x a o bién f a→ → → = , ( ) 0g a =   
ó bien ( ) ( )f x y g x si x a→∞ →∞ →  

 
 
Entonces: 

  ( )lim
( )x a

f x l
g x→

= . 

 
 
Demostración. 
 

lim
x a→

( ) ( )lim( ) ( ) ( ) ( )lim lim
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )lim

x a

x a x a

x a

f x f a
f a f x f a f xx a

g x g ag a g x g a g x
x a

→

→ →

→

−
′ −−= = =

−′ −
−
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Teorema. 
 
Si ( ) ( )f x y g x funciones continuas y derivables x K∀ >  con: 
a) lim ( ) lim ( ) 0

x x
f x g x ò

→∞ →∞
= = ∞  

b) ( )lim .
( )x

f x l
g x→∞

′
=

′
Entonces:  ( )lim

( )x

f x l
g x→∞

=  

 
Demostración: 
 

Haciendo el cambio de 1x por
t

 podemos repetir las argumentación anterior. 

 
 
Observación: 
 
Esta es una demostración un tanto débil, que no cubre todas las situaciones sino que se da a 
modo de ejemplo. 
 
 
 Ejemplos. 
 
1.-  Calcular los límites en un punto finito ó infinito 
 

a)  
0

lim
x

Senx
x→

   b)
3

lim n

x

L x
x→∞

  c)  
0

lim
1x

Senx
Cosx→ −

 d) lim( )
x

x Cotg x
π

π
→

−  

Solución. 
  

a) 
0 0

0lim lim 1
0 1x x

Sen x Cos x
x→ →

= = =  b) 2 / 3 1/ 33

1/ 3lim lim lim 0
1/ 3

n

x x x

L x x
x xx −→∞ →∞ →∞

∞
= = = =
∞

 

 

c) 
0

lim
1x

Sen x
Cos x→ − 0

lim
x

Cos x
Sen x→

= , el límite es infinito, más bien, no existe. 

 

d) ( ) 0lim lim 1
0x x

x Cos x Cos x Sen x
Sen x Cos xπ π

π π
→ →

− +
= = =  

 
 

B) Indeterminación ( 0 0( ); 1 ; 0 ; 0 0∞ ∞∞ −∞ ∞ ⋅∞ ) 
 
 
En estos casos las situaciones se llevan a la forma anterior, lo que se verá mediante los 
ejemplos. 
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Ejemplos. 
 
1.- Resolver: 
 

a) 
/ 2

lim ( )
x

Sec x Tg x
π→

−   b) 
1

0
lim(1 ) x

x
x

→
+   c) 1lim(1 )x

x x→∞
+   d) 

1

lim x
x

x
→∞

 

 
e) 

0
lim nx

xL x
→

. 

 
Solución. 
 

a) 
/ 2 / 2

1 0lim ( ) lim
0x x

Sen xSec x tg x
Cos xπ π→ →

⎛ ⎞−
− = =⎜ ⎟

⎝ ⎠ / 2
lim 0

x

Cos x
Sen xπ→

−
= =

−
 

 

b) Como f(x) = ( )nL f xe
lim ( )( )lim ( ) lim nn x a

L f xL f x

x a x a
f x e e →

→ →
⇒ = = luego como 

1/

0 0 0

(1 ) 0 1lim (1 ) lim lim 1
0 1

x n
nx x x

L x
L x

x x→ → →

+
+ = = = =

+
   y    1 1/

0
lim(1 ) x

x
e e x e

→
= ⇒ + =  

 
c) Al igual que en b) calculamos límite  de  : ( )Lnf xe  

 

21/
1 1(1 ) (1 )1 0 1lim (1 ) lim lim lim 1

2 11/ 0 1/ (1 )

x

Ln x xxLn x xx x x xx
x

−

+ +
+ = = = = =

→ ∞ →∞ →∞ →∞− +
 

1lim (1 )x
x

e
x→∞

∴ + =  

d) 

1
1lim lim 0

1nx x

xL x
x→∞ →∞

∞
= = =
∞

 como 0 1e =
1

lim 1x
x

x
→∞

⇒ =  

e) 
0 0 0

2

1

lim lim lim 011/
n

nx x x

L x xxL x
x

x
→ → →

∞
= = = =

∞ −
. 
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 2.14.- Guía de Ejercicios 
 
 
1.- Demuestre que la razón de cambio del área de un cuadrado con respecto a la longitud de 
su lado es la mitad de su perímetro  y que la razón de cambio del volumen de un cubo 
respecto a la longitud de su arista es la mitad de su área superficial. 
 
2.- Un estanque contiene 5000 litros de agua , la cual se escurre por el fondo en 40 minutos, 
entonces la ley de Torricelli da el volumen V de agua que queda en el estanque  después de t 
minutos como: 

  400)
40

1(5000 2 ≤≤−= ttV . 

 
Encuentre la razón de escurrimiento luego de a) 5min    b)20 min. 
 
3.- La arena al vaciarse  a razón de 10pié/seg.  forma un cono cuya altura es el doble del 
radio basal.¿a qué razón aumenta el radio de la base cuando su altura es de 5 pié?. 
 
4.-¿En qué razón aumenta el área de un triángulo equilátero si su base mide 10 cm.  Y 
aumenta a 5cm/seg.? 
 
5.- Dos carreteras rectas se cruzan perpendicularmente.Un auto pasa a las 10 a.m..por el 
cruce hacia el este a 30 km./h .A las 11 pasa por la intersección  otro con rumbo al norte a 
40km/h. ¿A que razón cambia la distancia entre ellos a las 13 hrs. 
 

6.-.Determine los intervalos de crecimiento de la función:
1

1)(
2

−
++

=
x

xxxf . 

 
7.- Señale las concavidades de la función, anterior y determine los punto de máximo y el de 
mínimo..Pruebe que tiene una asíntota oblicua. 
 
8.- Determine las concavidades de las curvas: 

8 / 3 2 / 3 1/ 3 39) ( ) ) ( ) 20 ) ( ) 2 ) ( ) ( 4)a f x x b f x x x c f x x x d f x x x
x

= + = − = + = −

 
 

9.- La  función : 2

2

)1(
2

−
−+

=
x

xxy ,tiene asíntotas vertical y horizontal,¡determínelas!. 

 
10.-.Grafique la función xxxf 27)( 3 −= , señalando puntos de máximo y de mínimo 
estudiando los cambios de concavidades. 
 

11.- Pruebe que la función 2

2

1
1)(

x
xxf

+
−

=  en [ ]1,1− ,satisface el teorema de Rolle, 

encontrando los puntos . 
12.- Pruebe que la función 563)( 2 −+= xxxf , en [ ]1,2− , cumple el teorema del valor 
medio ,señalando los puntos. 
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13.- Pruebe que la ecuación ,0325 =+− xx tiene una raíz en [ ]1,0  
 
14. Determine dos números cuya diferencia es 20 y su producto es mínimo. 
 
15.-Una caja rectangular cerrada de 576 3cm de volumen, se construirá de modo que el fondo 
sea un rectángulo con longitud el doble del ancho, determinar las dimensiones que 
minimicen el área total de la superficie. 
 
16.-.Un tanque cilíndrico de 1000 3cm con fondo plano y tapa semi esférica; encontrar las 
dimensiones que hagan mínimo el gasto de material 
 
17.- Calcular los límites: 

a)
xCos
xLx n

x π+
+−

→ 1
1

lim
1

 b) 20

1lim
x

xe x

x

−−
→

 c)
xSen
xCos

x 21
21lim

2
−
+

→
π

 d)
0

)11lim(
→

−
x

Senxx
 

e) 
2

1

0
lim

x

x x
Senx

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
 f) ( ) x

x
x 3/1

0
21lim +

→
 g)

n

n n
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
1lim  h) 

3

50
3!lim

x

xx Senx

x→

− −
 

i) 4

2 2

0
lim
x

x Sen x

x→

−  j) ( )
1

2

0
lim 1 x
x

x x
→

+ +  
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