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T Introduccién al Célculo

[ SEMANA 12 y 13: LIMITE DE FUNCIONES ||  Usa cste margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

9. Limite de Funciones también tus
propias

. ropias

9.1. Introduccién ano ailones

2 .
Consideremos la funcién f(z) = { L stz >0

1—22 siz<0

A
\J

Figura 13: Ejemplo de funcién con limite =1 cuando x — 0.

Podemos ver en la figura 77, que esta funcién no estd definida en T = 0. Sin
embargo, se observa que cuando se consideran valores de x no nulos pero cercanos a
cero, los valores de f(z) se aproximan al real £ = 1. Nos gustaria decir que cuando
x tiende a T = 0 los valores de f(z) tienden a £ = 1.

Para formalizar el concepto de “tender a T’ o de “aproximarse a T’ haremos uso
de sucesiones (x,,) convergentes a dicho real. Sin embargo, como en general el real
T no necesariamente pertenecerd al dominio de la funcién considerada (notar que
justamente, en este ejemplo, T = 0 no pertenece al dominio de f, que es R\ {0}),
no siempre es posible encontrar aquellas sucesiones que converjan a T cuyos valores
Zp, estén en el dominio de la funcién.

Para poder asegurar que estas sucesiones existen, introduciremos primeramente la
nocién de Punto de Acumulacién de un conjunto A C R.

DEFINICION (PUNTO DE ACUMULACION) Sea A C R un subconjunto cual-
quiera de R. El real T € R se llama punto de acumulacién de A si existe alguna
sucesion (z,) C A (con valores en A) tal que =, # T, ¥n > ng algin ng € N y

Ty — T.

El conjunto de los puntos de acumulacién de A C R se denota A'.
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9.2. Definicion del limite de funciones

DEFINICION Sea f : A CR — RyseaT € A, es decir T es un punto de

acumulacién de A. Diremos que f tiende a £ € R cuando « tiende a Z (lo cual

se denotard f(x) — ¢ cuando = — ), o bien que £ es el limite de f(x) cuando

x — T (lo que se anota £ = lim f(z)) si para toda sucesién (z,,) con valores en
r—x

A, convergente a T y tal que x,, # T, se cumple que la sucesién de las imagenes
(f(xy)) es convergente a £.

Observacién:

1. Si T ¢ A’ entonces no existen sucesiones (z,) convergentes a T con valores
en A, luego no puede estudiarse el limite de la funcién cuando x — Z. En
consecuencia, en ese caso se dird que tal limite no existe. Por ejemplo:

lim Vo =A

2. Si T € A’ entonces el concepto de limite de f(x) cuando x — T estd bien
definido, sin embargo, este limite puede o no existir.

Ejemplos:
2
zv—1
1. lim =2.
z—1 x —1
2. lim /7 no existe, ya que —1 ¢ (RT U {0})".
T——
o1 . . 1 1
3. hn}J — no existe ya que por ejemplo, z,, = -~ — 0 pero —— = n no converge.
x—0 n

9.3. Unicidad del limite

Teorema 9.1. Si una funcion f tiene limite cuando © — T entonces dicho limite
es unico.

DEMOSTRACION. Sean {1 y {3 limites de f(x) cuando x — T. Sea entonces (z,,)
alguna sucesién con valores en el dominio de la funcién f y convergente a T. Entonces
por definicién de limite se tiene que la sucesién (f(z,)) es convergente a 1 y a o
simultaneamente. Por lo tanto, en virtud de la unicidad del limite de sucesiones se
tiene que ¢1 = /5. O

9.4. Teoremas derivados de la definicion en base a sucesiones

Cémo la definicién de limite de funciones se apoya en la de limite de sucesiones, se
pueden probar en forma sencilla los resultados de algebra de limites que se enuncian
a continuacién.
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Teorema 9.2 (Algebra de limites). Sean f y g dos funciones y T € R tales que
lim f(z) =¢; y lim g(x) = ¢5. Entonces:

1. siT € (Dom(f)) N (Dom(g))" se tiene que:
lim (f + 9)(@) = (1 + 6o
lim (f = g)(a) = 1 = b2
lim (£9)(@) = (10
2. siz € (Dom(f/g)) y la # 0 entonces:
lin (/9)(x) = 61/6

3. En particular (cuando g es constante) se tiene que lim (af)(x) = aly, Va € R.
r—x

Observacion: Consecuencias directas del teorema anterior son que si + — T en-
tonces:

2 - 52,

VkeN, & — 7
apx" +---+axt+ag — a4+ +a1T+ ao
y que si by, T™ + -+ + b1 T + by # 0 entonces

anx™ 4+ -+ 4+ ar1x + ag anT" + -4+ a1T + ag
N )
ba™ + -+ b1z +by by T+ + 01T + by

9.5. Teorema del Sandwich

Teorema 9.3 (Sandwich de funciones). Sean f, g y h tres funciones y sea T €

(Dom(g))".
Si 36 > 0 tal que:

Vo € Dom(g) N [T — 6,2+ 0] f(z) < g(x) < h(x)

y ademds lim f(x) = lim h(z) = £ entonces lim g(x) = £.

r—x r—x r—x

Ejemplo 9.1 (Aplicacién del teorema del Sandwich).
Usaremos el teorema del Sandwich de funciones para calcular el siguiente limite

emblematico:
sen

lim

x—0 x€X

Solucién
El dominio de f(z) = *2% es R\ {0}, luego claramente 0 es punto de acumulacién

de Dom(f).
La desigualdad que usaremos del capitulo de trigonometria es la siguiente: se

tiene que para |z| < %, se cumple:

Vo e (—5,%) senlz| < /2 —2cos|z| < |z| < tan|z|.
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De aqui, dividiendo por |z|, despejando cos y usando las paridades de las fun-
ciones sen y cos, se deduce que

Ve e (=5,%)\ {0} 1—%2§cosx§%§1.

Usando que las funciones 1y 1 — %2 tienden a 1 cuando z — 0, el teorema del
Sandwich permite concluir que

sen
=1

lim cosxz = lim
x—0 x—0

9.6. Teorema para la composicion de funciones

Teorema 9.4 (Limite de la composicién de funciones). Sean f y g dos fun-
ciones y T € (Dom(go f))". Si se cumple que lim f(x) =Ly h’mg g(x) = L entonces
r—x xTr—

lim (g o f)(z) = L.

r—x

DEMOSTRACION. Sea (x,) una sucesién cualquiera, con valores en Dom(g o f) y
convergente a T.
Como el dominio de la funcién g o f es:

Dom(go f) ={z € Dom f : f(x) € Domg},

se tiene que x,, € Dom f y f(z,,) € Domg. Es decir, las sucesiones (x,) y (y, =
f(zy)) tiene sus valores en Dom f y Dom g respectivamente.
Como lim f(x) =¥, x,, = Ty (x,) C Dom f resulta que y, = f(x,) — £.
r—T
Ademds, como h’még(:v) =L, y» = Ly (yn) € Domg, resulta que (g o f)(z,) =
€Tr—

9(f(xn)) = g(yn) — L. Con esto queda terminada la demostracién ya que se cumple
la definicién de

lim (g o f)(z) = L.

r—x

O

Observacién: El teorema anterior se suele usar como un teorema de cambio de
variables. Para visualizar mejor esto tltimo, consideremos el siguiente proceso:

1° Escribimos

lim (g o f)(z) = lim g(f(x))

r—x r—x

2° Hacemos el cambio v = f(z) y calculamos lim f(z).

r—x

3° Si sabemos que © — @ cuando x — W, intentamos establecer la igualdad:

lim g(f(z)) “=7" lim g(u)

r—x u—u

180



4° Para concluir, hay que calcular el dltimo limite.

Si logramos hacerlo y vale £, entonces el calculo habré concluido y la igualdad
que escribimos entre comillas serd cierta en virtud del teorema del limite de
la composicién.

Notemos que si el Ultimo limite no existiera, la igualdad que escribimos entre
comillas podria ser falsa, ya que en tal caso estariamos fuera del contexto del
teorema.

Ejemplo 9.2.
Usemos la técnica anterior para calcular el siguiente limite:

., 1—cosx
lim ——.
x—0 1‘2

Solucién
Usando la identidad trigonométrica

cosx = cosz(g) - seHQ(g) =1- QSeHQ(g),

tendremos que

1 —cosx _ 186112(%) _ l sen(%) 2
22 2 (z)* 2 z '

3 2

Luego, usando los teoremas de algebra de limite, el limite que debemos calcular

se escribe asi: )
., l—cosxz 1], sen(%)
lm ——— = - | lim .
x—0 :c2 2 |z—0

z
2

Aqui vemos que basta con hacer el cambio de variables definido por u = 3, ya
que si z — 0 se tiene que u — 0 por lo tanto todo depende del limite siguiente:

, l—cosz 17, sen(3) 2 , 1/ . senu\2
Im ——— = - |lim “ = - (hm ) .
x—0 (E2 2 |z—0 z 2 \u—0 u

9.7. Limites Importantes

A continuacién revisaremos una lista de calculos de limites sencillos, que nos per-
mitirdn, mediante la combinacién de los teoremas anteriores, poder calcular otros
limites més complejos.

Limites en Funciones Continuas

Primeramente comenzamos con aquellos limites que se calculan por simple eva-
luacién en T, es decir aquellos que cumplen lim f(xz) = f(Z). Recordemos que es
r—x

necesario que T € Dom(z) y se dice que f es continua en T.
Dentro de esta clase de funciones tenemos las siguientes:
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« Ejercicio

3. lim (apa” + -+ a1x+ag) =apT" + -+ a1T + ap

T—T
L apx™ 4+ -+ ai1x +ag apT” + -+ a1T + ag

4. 1 p—
s b 4 -+ bz + by b T + -+ BT + by

5. lim vz = VT

r—x

6. lim senx = sen®
T—T

7. lim cosx = cos®
T—T

8. lim arcsinx = arcsin®
T—xT

9. lim e* =¢€*
T—T

10. lim lnx =1In=
T—T
No debemos olvidar que en varios de los ejemplos anteriores T debe estar en el corres-

pondiente dominio de la funcién, que no es necesariamente todo R. (Por ejemplo
para ln necesitamos que T > 0).

Limites trigonométricos, logaritmicos y exponenciales

Usando el teorema del sandwich y desigualdades conocidas para las respectivas
funciones, se establecen las existencias de los siguientes limites importantes fuera
de los dominios de las respectivas funciones:

1. 1fm 22

z—0 T

9. lfm LT _ 1
x—0 ,CC2 2

3. lm T
z—0x — 1

xT
-1
4 1m S =1
x—0 x

Se espera que cualquier persona que pase satisfactoriamente por un curso de Calcu-
lo, recuerde siempre los valores de estos limites, ya que sirven de base para muchos
calculos més complejos.

Ejercicio 9.1: Como aplicacién directa de los limites bésicos y los teoremas
de calculo se pueden calcular los siguientes limites:

., senax
1. lim ——
x—0 x€X

. senazx
2. lim ———
z—0 sen bx

182



3. i
z—0 senc
axr _ bz
4 m S —°
x—0 x
5 lim 1—20087:6'
=% SGH(I — §)
_ i 2
6 i:nll(l x) tan(—) (=2)

9.8. Limite a través de un subconjunto del dominio
Ejemplo de Motivacién. Consideremos la funcién f definida por
=E o osizel
f@) :{ =l sizeQ) {0}
Para calcular el limite igl}) f(x) nos gustarfa poder tomar por separado los casos z € I y
z € Q, de modo de aprovechar que ya sabemos que

x
., senzx L, et —1
lim = lim =1.
r—0 x x—0 xr

En principio, el hacer esta separacién, consistiria en tomar sucesiones racionales o irracio-
nales por separado. Sin embargo, la definicién nos exige tomar todas las sucesiones que
convergen a cero (en el dominio de la funcién), de entre las cuales hay algunas extranas
que son similares a la sucesién s, = M, la cual tiene la propiedad de tender a
cero, tomando valores racionales e irracionales en forma alternada.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente desarrollar una herramienta que separe

al dominio en partes. Por ese motivo, comencemos por introducir la definicién siguiente:

DEFINICION (LIMITE DE UNA FUNCION A TRAVES DE UN SUBCONJUNTO)

Sea f: ACR — R. Sean B C Ay x € B'. Diremos que £ € R es el limite de
la funcién f cuando x — T a través del conjunto B si para cualquier sucesién (zn)
convergente a T, T, # T, con valores en B, se tiene que la sucesién (f(zn)) converge
al.

A este limite lo denotaremos por £ = lim f(x)

T —T

zEB

Ejemplos:

1. limcosz =1
x—0

zel
limcosz =1

xz—0

z€Q

. _f cosz sizeQ , _ , _
2. si f(z) = { seng sizel entonces llH}) flz)y=1y glglf}) f(z)=0

z€Q zel

icid . . ~
Respecto a la definiciéon anterior, podemos demostrar un primer teorema que nos ensena
qué pasa cuando el limite "normal”de una funcién existe.
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Teorema 9.5. Si f: ACR — R yZ,£ € R son tales que que lim f(z) = ¢, entonces
xr—x

para cualquier subconjunto B C A tal que T € B’ se tiene que lim f(z) = L.
zeB

Observacién: A pesar de que la hip6tesis del teorema anterior es muy fuerte (existencia
del limite global), podemos usar el contra reciproco para establecer las siguientes conse-
cuencias: Si B,C C Ay T € B yT € C’ entonces:
1. lim f(z) no existe = lim f(z) no existe.
Tr—x

r—T

z€B

2. lim f(x) = £1 # f2 = lim f(x) = lim f(z) no existe.
ceB zeC o

Ejemplo 9.3.

Consideremos la funcién f(x) = % y estudiemos el limite lirr}) f(x).
xr—

1. Estudiemos primeramente el caso x > 0. Claramente, si x > 0 se tiene que
f(z) =2 =1. Por lo tanto lim f(z) = 1.

x
r—0
—I

2. Si ahora consideramos el caso < 0 tenemos que f(x) = =% = —1. Por lo tanto
lim f(z) =—1.
z—0—

Como ambos limites son diferentes, se concluye que no existe el lin}) f(=x).
xr—

A continuacién enunciaremos el teorema que nos permite validar mateméticamente la idea
que teniamos en el ejercicio de motivacion a este tema, es decir, calcular primero los limites
a través de conjuntos apropiados y concluir sobre el limite global.

Teorema 9.6. Sea f: ACR—-Ryze A Sean B,C C A talesquexz € B' ,7€C' y
BUC = A.
Si lim f(x) = lim f(x) = ¢ entonces

T —T T —T

zeB zeC

lim f(z) =¢.

T—T

0.9. Limites laterales

En principio, los limites laterales de una funcién son un caso particular de limite
a través de un subconjunto de su dominio. Sin embargo, la técnica de estudiar los
limites laterales de una funcién es tan usada, que merece revisar las consecuencias
de este calculo particular.

DEFINICION Sea f: A CR — Ry T € R. Si denotamos por AT = AN(T, +00)
y A7 = AN (—00,T), entonces:

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en 7 a lim f(x).

z€At+

ii) Andlogamente, a lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda de
wEA-
la funcién f en 7.
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El limite lateral por la derecha se denota por lim f(z) o lim f(x) y el limite

T —T r—zt
>T
lateral por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
z—T r—T

r<T

Observacion: Usando los resultados tedricos de la seccién de limites a través de
subconjuntos del dominio de una funcién, se deduce que si T € (AT) N (A7) y
T ¢ A entonces se tiene que:

lim f(z) =¢ <= lim f(z)= lm f(z) ="

T—T r—zTT T—T
En el caso en que T € A la equivalencia es la siguiente:

lim f(z) =¢ <= lim f(z)= lm f(z) =¢= f(T).

r—T r—Tt+ T—T
Esta ultima equivalencia es muy popular y se enuncia informal y frecuentemente
diciendo que una funcién es continua cuando sus limites laterales son iguales a f(T).

9.10. Caracterizacion de limite sin uso de sucesiones

A continuacién enunciaremos un teorema que caracteriza completamente la nocién
de limite cambiando el rol de las sucesiones por el de las letras griegas € y §. En la
jerga del tema se conoce esta caracterizacién como la definicién -9 del limite y en
muchos textos, suele ser tomada como el punto de partida del estudio de limites.

Teorema 9.7 (Caracterizacién e-§ de limite). Sea f: A CR — R y T punto
de acumulacion de A entonces

lim f(z) = < Ye>0, 30>0, Vo e AN (F—-8,T+0\{T}), |f(x)—¢ <e.

T—T

Observacion: La caracterizacion e-6 de los limites laterales es andloga, realizando
el cambio que corresponde a exigir que sélo se consideran los valores de x de un
lado de 7, es decir:

= Si T es punto de acumulacién de A N (T, +00) entonces

lim f(z)={¢ <= Ve>0,30>0,Vz€e AN (T, T+6], |f(zx)—{ <e.

z—Tt
= Si T es punto de acumulacién de A N (—oo,T) entonces

lim f(z)={0 <= Ve>0,30>0, Vx€e AN[T—46,7), |f(z)—{ <e.

T—T ™

Observacién: La frase Vo € AN [T — §,T + §] que aparece en la caracterizacion,
suele ser escrita usando un implica. De este modo se escriben:

lfm f(z) =0 <= Ye>0, 36 >0, Vo e A [O<|x—T|§5:>’f(x)—€’§€]

r—x
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10. Limites infinitos y hacia el infinito

En la seccién anterior hemos definido el limite de una funcién cuando x — T o
bien cuando x se aproxima a T por uno de los costados. Para que estas definiciones
fueran coherentes el punto T debia ser adherente al dominio de la funcién. En esta
seccion, extenderemos el concepto de limite al caso en que la variable x — +o0 o
bien decrece hacia —oo. Para que las definiciones de esta seccién sean coherentes,
necesitaremos considerar funciones con dominios no acotados.

Es interesante notar que en el capitulo de sucesiones, ellas eran funciones con domi-
nio N, el cual no es acotado superiormente: Alli; la variable n se movia de modo que
en los limites n — +o00. Por ese motivo, veremos que esta seccién es muy similar a la
de sucesiones, desde la definicién de limite hasta los teoremas de unicidad, algebra
y sandwich. Muchas de las demostraciones son copia directa de las correspondientes
en sucesiones.

10.1. Limites hacia £

DEFINICION Sea f: A CR — R y sea £ un real fijo.
i) Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z) =4 < Ve>0,3Im >0,Vx € AN[m,0), |f(x)—¢ <e.

T——+00

ii) Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(z) ={ < Ve >0,Im <0,Vz € AN(—oc0o,m], |f(z)—{] <e.

r——00

Es facil ver que la analogia con la definicién de limite de sucesiones implica que los
teoremas de unicidad del limite, dlgebra de limites, sandwich y limites importantes
siguen siendo validos en limite de funciones cuando z — £oo.

En particular,

Im — = 0
r——+00 I

0 sin<m
_ An @
= p= sin=m

A sin>m

anx™ + -+ a1x + ag
im
z—+00 b, x™ + -+ + brx + by

Observacion: Para el caso cuando x — —o0o, observamos que

lim f(z)= lim f(—x)

TrT——00 r——+00

por lo tanto las propiedades de estos limites son andlogas a las de x — +o0.
En particular,

Iim — = 0
rT——00 I
0 sin<m
, apx™ 4+ ---+ai1x+ ag an .
lim = P osin=m
#7700 by - b+ bo /én sin>m
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Teorema 10.1 (Unicidad del limite). Si f : A CR — R es una funcidn tal que

ll’r_’I_l flxy=1~try h’rf f(z) = £2 entonces €1 = (5.

Teorema 10.2 (Algebra). Sif:ACR—=Ryg:BCR — R son funciones
tales que 11’111 f(z) = £, 11’111 g(x) =y y AN B es no acotado superiormente,

entonces
Jm (f+9)(z) = &L+l
Il{rfoo(f —g)(x) = 1ALy
Jim (f-g)(@) = bl
14 .
zllgir»loo (g) () = é, sily # 0.

Teorema 10.3 (Sandwich). Si tres funciones f, g, h con dominios A, B, C res-
pectivamente son tales que Im, tal que Yo € B N [m,00) se cumple f(z) < g(z) <
h(zx). Entonces, si lim f(x) = lm h(z) =¥, se tiene que lim g(x) = L.

DEMOSTRACION. Las demostraciones son realmente anslogas a las realizadas en
sucesiones y se proponen como ejercicio. Ademads se propone como ejercicio, enunciar
y demostrar estos tres teoremas para el caso en que z — —o0 ([l

Ejemplo 10.1.
Calcular los limites lim e* y lim z(e* — 1).

r——+00 r——+0o0
Razonamiento formal:
Antes de resolver el problema hagamos un razonamiento puramente formal y sin
mayor justificacién: Observamos que cuando x — 400 se tiene que % — 0y por
lo tanto ez — €° = 1. De este modo, el segundo limite es el producto de una
funcién no acotada (z) multiplicada por una que converge a cero (ex — 1).
Solucién:
Usamos la desigualdad de la exponencial de modo que si > 1 se tiene que

1
1—

8=

+1<er <

SR
8|~

De aqui, vemos que cuando x — 400, las dos cotas convergen a 1. Por lo tanto,

. . , 1
usando Sandwich de funciones se concluye lim ez =1.
r——+00

Para el segundo limite, usamos la misma desigualdad, restando 1 y multiplicando
por x. De este modo se tiene que

1
1—

lgx(e%—l)g

8=

Aqui, nuevamente usando Sandwich se obtiene que lim x(e% -1)=1.

r——+00
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Asintotas (1)

Cuando una funcién tiene limite ¢ hacia +oc0, su gréfico se aproxima hacia la recta
y = £. Por esta razon, esta recta se llama asintota horizontal de f. Més precisamente
se tiene la siguiente definicién

DEFINICION (ASINTOTAS HORIZONTALES)

1. Si ll’r_’I_l f(z) = £1 entonces la recta y = ¢; se llama asintota horizontal
r— 100

de f.

2. Si lim f(x) = {5 entonces la recta y = 5 es otra asintota horizontal de

r——00

f.

Observacion: Notemos que una funcién con dominio no acotado hacia £oo puede
tener dos asintotas horizontales, una hacia +oo y otra hacia —oo.

En muchos casos estas asintotas coinciden, como por ejemplo en las funciones ra-
cionales. Veamos el siguiente caso particular:

f(z) = 2;_:; tiene la asintota horizontal y = 2 cuando * — +o0 y cuando x — —ooc.

10.2. Limites infinitos

Cuando una funcién crece sin cota al aproximarse a T, por la derecha o la izquierda
o cuando x — Foo se dice que su limite es +00. Las definiciones formales de estos
conceptos son las siguientes:

DEFINICION (LIMITES IGUAL A +o0) Sea f: ACR —R.

1. Siz € A’ entonces

lim f(z) =400 <= VM > 0,36 > 0,Vax € AN[T—4,T+ 9], f(x) > M.

r—x
2. Si T es punto de acumuluacién de A N (T, +0o0) entonces

lim f(z) =400 <= VM >0,30 >0,Vz € AN(ZT,T+6], f(z)>M.

z—Tt
3. Si T es punto de acumulacién de A N (—oo,T) entonces

lim f(z) =400 <= VM >0,36 >0,Yz € AN[T—4,7), f(z)>M.

T—T
4. Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z) =400 < VM >0,3m >0,Vz € AN[m,0), f(z)> M.

r——+00
5. Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(x) =400 < VM > 0,3Im < 0,Vz € AN(—o0,m|, f(z) > M.

r——00

Observacion: Es importante notar que todas estas definiciones son muy simila-
res, con cambios sutiles, pero fundamentales, que marcan la diferencia entre uno y
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otro limite. En este punto es de suma importancia haber adquirido una compren-
sion adecuada del rol de cada una de las variables y de los cuantificadores que las
acompafan, para saber de cual limite se estd hablando. A continuacién definiremos
cuando el limite de una funcién es igual a —oo (en los 5 casos de la definicién an-
terior), sin embargo, es un buen ejercicio de aprendizaje, intentar escribir estas 5
definiciones sin mirar el parrafo siguiente y sélo leerlo para corroborar que lo escrito
es correcto.

DEFINICION (LIMITES IGUAL A —o0) Sea f: A CR — R.

1. Siz € A’ entonces

lim f(z) =—00 <= VM <0, 30 >0, Vze AN[T—6,T+4], flzx) <M.

r—x
2. Si T es punto de acumulacién de A N (T, +oo0) entonces

lim f(z)=—00 <= VM <0,36 >0,YVz € AN(T,T+9], flz)<M.

z—Tt
3. Si T es punto de acumulacién de A N (—oo,T) entonces

lim f(z)=—-00 < VM < 0,36 >0,V € AN[T-6,7), f(z)<M.

T—T
4. Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(zx)=—-00 < VM <0,3Im >0,Vz € AN[m,0), f(z) <M.

r——+0o0
5. Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(z)=-00 < VM <0,3Im < 0,Vz € AN(—oc0,m], f(z) <M.

r——00

Observacion: Notemos que

lim f(x)=-00 <<= lim —f(z) =400

r——+00 T—+00
lim f(z)=-x <= h’ril —f(—=2) = +o0

Es decir, los limites cuandoxr — 400 o con valor —oco pueden ser derivados del
concepto h’rf f(x) = 400 mediante cambios algebraicos apropiados.
T—T00

Observacién:

1. Cuando una funcién tiene limite igual a +00 o igual a —oo se suele decir que
posee limite en el conjunto R definido como

R =RU {+00, —00}
que suele llamarse R-extendido.

2. Como las sucesiones son funciones, las definiciones anteriores permiten esta-
blecer el significado de las frases s, — 400 y s,, — —00.
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Ejemplos:

1. Probar usando la definiciéon que lim x = +oo.

Tr——+00

Solucién: Se debe demostrar que VM > 0, Im > 0, Vo > m, f(z) =x >
M.

Esta proposicién es cierta, ya que basta tomar m = M.
2. Probar usando el ejemplo 1 que lim z = —oc.
r——00
Solucién: En este caso basta con observar que

Im z= lim —2=—c.
r——00 Tr——+00

3. Probar usando la definicion, que si 11’11{1 f(z) = +00 y ademds Im, tal que
r—T00

f(z) < g(z) para todo z € Dom(g) N [m, c0) entonces lim g(z) = +oo.

r——+00
Solucién: Sabemos que
I) VM >0, Im’ > 0, Vo € Dom(f) N [m',00), f(z)>M
IT) Im > 0, Vz € Dom(g) N [m, 00), f(z) < g(x).

Debemos probar que:

VM >0, 3m” > 0, Vo € Dom(g) N [m”,00), g(x) > M.

Esta dltima proposicién es verdadera, ya que si M > 0 es arbitrario, de (I)
se deduce la existencia de m’ > 0, a partir del cual se cumple f(z) > M.
De (1) se deduce que existe m > 0 a partir del cual se cumple f(z) < g(z).
Tomando m” = méx {m, m'} se tendrd que m” > 0 y ademés

Vz € Dom(g) N[m”,00), g(x) > f(z) > M.

Esto es lo que se queria demostrar.
4. Probar que lim exp(z) = +oo.
r——+00
Solucién: En este caso basta con usar la cota

exp(z) >1+x >, Vz € R.

Como x — +00, usando el ejemplo 3 se tiene que exp(x) — +oo.

5. Combinando los ejemplos anteriores,

lim exp(z) = lim exp(—x)
Tr——00 r——+0o0
= lim
z—+00 exp(x)
= 0.

En la dltima linea hemos usado el resultado:

S f(z) = +oo = wgrfmm =0.

Esto lo probaremos como una propiedad.
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Propiedad 13.

1

DEMOSTRACION. En efecto, si recordamos las definiciones se tiene que:

lim f(z) = 400

r——+00
< VM >0, 3m >0, Vz € Dom(f) N [m,+0), f(z)>M
1 1
< VM >0, d3m >0, Vz € Dom(f) N [m,4+c0), 0<—= < —
(NNl 4o0), 0< 7= < 57
1
<= Ve >0, 3m >0, Yz € Dom(f) N [m, +0c0), O<m§6
x
1
= Ve >0, Im > 0, Vo € Dom(f) N [m, +00), —sgmgs
x
1
< lim —— =0.
z~>+oof(x)

6. Probar que lim In(z) = +c0.
r—-+00
Solucidén: Para este ejemplo usaremos la definicion, es decir, probaremos que:

VM >0, 3m >0, Vo >m, In(z) > M.

Para ello, veamos que

In(x) >M <= z>exp(M)

por lo tanto, dado M > 0 arbitrario, basta tomar m = exp(M) y se cumplird
que si ¢ > m entonces In(x) > M.

Asintotas (I1)

Cuando una funcién tiende a +oo cuando x — F00, es posible que su grafico se
aproxime a una recta oblicua. En este caso la recta se llama asintota oblicua de la
funcion. La definicién precisa de este concepto es la siguiente:

DEFINICION (ASINTOTAS OBLICUAS)

1. La recta y = mix + n1 es una asintota oblicua de f cuando x — +oo si
se cumple que
lim f(z) — (miz+ny) = 0.

T——+00

2. Si lim f(z) — (maz 4+ n2) = 0 entonces la recta y = mox + ng es una
r——00

asintota oblicua de f cuando z — —oo.

Observaciéon: Para calcular las constantes m,n de una eventual asintota oblicua
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podemos observar que

lim f(x)—(mzx+n)=0 <= n= lim f(z)—mz

r——+00 r——+0o0
sl @ omr
Tr— 400 €T
<~ m= lim M

Tr——+00 €T

Este razonamiento entrega dos férmulas para calcular m y n

_ f@) ,
1 =7 = 1 — .
Jm ==, n= lim fz)-me

m =

Si ambos limites existen (en particular el segundo) entonces y = mx + n es defini-
tivamente una asintota oblicua de f.
El mismo célculo se puede realizar cuando z — —o0.

Ejemplo 10.2.

Encontrar las asintotas oblicuas de la funcién f(z) = zew
Solucién. Estudiemos la funcién £ (;) = e+. Ya hemos visto anteriormente que
esta funcién tiende a 1 si # — +oo. También esto ocurre si x — —oo (propuesto).
Por lo tanto m = 1.

Ahora estudiamos la expresion f(z) —ma = z(ex —1). También hemos estudiado
este limite y se concluye que n = 1.

Por lo tanto, esta funcién tiene como asintota oblicua a la recta y = z+1 cuando
T — £o00.

DEFINICION (ASINTOTAS VERTICALES) Si lm, (x) = 400 o
T—T

lim f(z) = £oo, se dice que la recta & = T es una asintota vertical de

T—T

Teorema de composicion (1)

Teorema 10.4. Sean f: ACR =R yg: B CR — R dos funciones tales que
lim f(z)=/4y lim g(z)= +oo.

Tr— 400 T——+00

Entonces, si el dominio de la composicion f o g no es acotado superiormente, se

cumple que

lim (fog)(z)="¢.

r——+00

Observacion: En general, la existencia de los dos limites por separado no garantiza
que el dominio de la composicién no sea acotado, en efecto, si por ejemplo si A =
B=Qy g(x) = 2v/2, entonces Dom(f o g) = {0}.

Por esta razon, en el teorema se ha agregado la hipdtesis “el dominio de la compo-
sicion f o g no es acotado superiormente”
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DEMOSTRACION. Sabemos que h'rf f(x)=~Ly lim g(z)= +oo, es decir que
T— 100

Tr——+00
I) Ve >0, Im >0, Vze ANn[m,00) |f(zx)—4{]<e
1I) VM >0, 3m’ >0, Vo € BN[m',+o0) g(z) > M.

Debemos demostrar que lim (f o g) (z) = ¢, es decir, si llamamos C' = Dom(f o g):

PDQ.: Ve>0,3m” >0, VeelCn[m"' ,c0)|(fog)(z)—{ <e
Antes de comenzar la demostracién, recordemos la definicién de C' = Dom(f o g):
C={zx€eB:g(x)e A}.

Sea e > 0 arbitrario, usando el dato (I) sabemos que existe m > 0, para el cual se
cumple
Vze AN[m,) |f(z) -4 <e.

Usando ahora el dato (II) en el caso particular en que M = m, se tiene que existe
m’ > 0 de modo que
Vz € BN[m',00), g(z)>m.

Por lo tanto, Vz € C'N [m/, 00) podemos realizar lo siguiente:

1. x € BN [m/,+00), de donde se deduce que g(z) > m.

2. Como x € C se cumple ademds que g(z) € A, es decir z = g(z) € AN[m, o),
se donde se concluye que

[f(g(z)) =] <e.

Con esto concluye la demostracién con m” = m/.

Ejemplo 10.3.

En sucesiones se estudio la sucesién s,, = a” encontrandose que el limite dependia
del valor de a.

Ahora en funciones estudiemos la funcién f(z) = o donde a > 0.

Sabemos que por definicién, se cumple

f(z) = exp(z1na).

Luego, para calcular el limite cuando x — 400 hacemos el cambio de variable
(uso del teorema de la composicién) © = zIna. Sabemos que

400 sia>1
lim w= —00 sia<l1
T—400 .

0 sia=1

Por lo tanto, el limite requerido serd igual a

lim exp(u) sia>1

uU— 400
lim f(z) = lim exp(u) sia<1
T—+00 Uu— —00
1 sia=1

+o0o sia>1
0 sia<1
1 sia=1
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Es decir,
+oo sia>1
Im a®*=<¢ 0 sia<1
T——400 .
1 sia=1

Ejemplo 10.4.

Otra sucesién interesante es s, = na™ cuando |a| < 1.

Ahora en funciones estudiemos la funcién f(z) = za® donde a € (0,1) cuando
T — 40o0.

Sabemos que por definicién, se cumple

f(x) =zexp(xlna) = z

exp(—zIna)’
Aqui, tanto el numerador como el denominador tienden a 4oc. Por esta razén,
necesitamos una desigualdad donde se compare la exponencial con las potencias
de x cuando x — +o0.
Una primera desigualdad es

expu > 1+ u,

pero aqui la cota es lineal en u. Una desigualdad maés fuerte cuando u > 0 es la

siguiente;
2 2

( u)2>(1+u)2 14 +u >u

expu = (exp = —)° = U+ — > —.

P Po) =V 73 2 =2

Con esta desigualdad podemos decir que, para u = —xIna > 0 se tiene que
T 2x

0< < .
~ exp(—zlna) T 22Ina

Por lo tanto, usando Sandwich se concluye que ll,r_’I_l xza® =0, cuando a € (0, 1).
T—T00

Como casos particulares se concluye que

, , Inu
lim — =0, lim — =0.
r—+oo e u—+oo U
(En el tltimo, se usa el cambio de variable 2 = Inu para transformarlo en el
primero).

iPuede cortarse una asintota horizontal?

En muchos ejemplos se observa que los graficos de las funciones se aproximan a
sus asintotas horizontales en forma asintética sin cortarlas. O sea f(z) — ¢ cuando
& — +00 pero no ocurre que f(z) = £.

Esto que ocurre en algunos ejemplos no es una generalidad, como lo muestra la
funcién f(x) = *2% que tiene como asintota horizontal la recta y = 0, y cumple
con f(z) =0 para = km, k € N.

A pesar de esto el caso en que la funcién no corta a su asintota es 1util para las
aplicaciones que siguen.

Un caso particular es el de la funcién % En este caso sabemos que
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Pero, podemos ser més precisos y ver que cuando x > 0 se tiene que % > 0y que
cuando x < 0 se tiene que % < 0.

Desde el punto de vista grafico, esto dice que % se aproxima a la recta y = 0 por
arriba (cuando x — +00) y por abajo (cuando x — —00).

Para enfatizar este comportamiento diremos que

1
lim = = 0F
r—+o0 I

1
lim — = 0.

r——00 I

Esta notacion se puede precisar més en la siguiente definicion

DEFINICION (LIMITE IGUAL A £+ 0 £7) 1. Diremos que lim f(x) = ¢*

Tr——+00
si se cumple que

lim f(z)=4¢ y 3Im >0, Ve Dom(f)N[m,+c0), f(z)> L.

r——+0o0
2. Diremos que lim f(x) = ¢~ si se cumple que
Tr— 400

lim f(z)=4¢ y 3Im >0, Ve Dom(f)N[m,+c0), f(z) <.

r——+00

3. Analogamente se definen los limites lim f(z) =/¢Ty lim f(z)=/¢".

r——00 r——00

Observacion: Con las definiciones anteriores, vemos que la definicién de limite se
puede escribir en al menos 25 formas distintas, combinando el hecho que la variable
x puede tender a T, T, T, +00 0 —oo y la funcién f puede tender a £, £t, £~ o
bien a +oc.

Ejemplo 10.5
4
- f(z) = \/ iz-ﬂ
Solucién
El dominio de la funcién es R\ [—1,1]. Como f(z) es par basta estudiar su

comportamiento solamente en el intervalo (1, 00) .
Como lim f(z) = oo, tenemos que x = 1, es una asintota vertical y como f es
r—1+t

par entonces la recta x = —1 también es una asintota vertical.
Veamos ahora las asintotas en oo

1
. f(x) i 4+ 1 B 1+ %
lim —= = lim ﬁzhm —=1=m.
r—oo I T—00 xTr* — T—00 -z

Por otro lado tenemos

, , fat 4+ 1
mll)rgof(x)—xzwlingo 51 %

Desarrollemos un poco la dltima expresion

4 +1 4 +1 2222 -1) Vat4+1l—+Vat—2a?
Cp= _ —

-0 J@-D
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. . sl . s Vi1 4 —22
Multipliquemos la 1ltima expresiéon por 1 = %

WVt 4+ 1=Vt — 2?2 Vat + 14Vt —a? 2t +1 -zt + 22
B V(@2 —1) \/$4+1+\/$4—$2_\/($2—1)'(\/I4+1+\/$4—5E2)

_ 1+ z? L +1

V@D VERTHVE-2) T (i ke o)

Si tomamos el limite cuando x — oo a la dltima expresién obtendremos (ﬁ

)—>

0. Por lo tanto n = 0.
Con esto la asintota oblicua serd y = x.
Un gréfico de esta funcién se muestra en la figura 77

A

Figura 14: Gréfico de la funcién estudiada en el Ejemplo 77
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